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Za Arohimedes kam ein wissbegierigw J&ncßiiig. 

«Weihe micli,» tpracK er sa ihm, «ein in die gSttliche KuifC, 

Die eo herrliche Pracht dem Yateriftnde getragen 

und die lioaem der Stadt Tor der Sambnca beechntsti» 

«Göldieh nemurt Du die Knnat? Sie isfs,» Tersetste der Welse; 

•Aber daa war de, mein Sohn, eh' sie dem Staat noch gedient» 



Vebenetinnpreeht TOxMialtoi« 
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Vorwort. 



Dies kleine Werk ist seinem Titel gemäss in demselben 
Sinne abge&sst, wie meine andern Lehrbücher: nämlich 
mit Rücksicht auf die Zwecke des practischen Lebens. Es 
ist mithin für diejenigen geschrieben , welche sich dem prac- 
tischen Leben widmen und deshalb ausser dem formellen 
>Nni2en, den das Studium der reinen Mathematik gewährt, 
Y.aiiGli noch einen materieUen Nutzen davon ziehen und sich 
Ain den Stand setzen woUen, die grossen und merkwürdigen 
^Resultate, welche die Mathematik und Naturwissenschaften 
c^m neuerer Zeit hervorgerufen haben und fortwährend noch 
v^ hervorrufen werden, deuthcher wahrnehmen, selbst mit daran 
Iheil nehmen, jedenfalls aber, um Werke darüber lesen 
zu können, welche die mathematische Sprache als bekannt 
voraussetzen. 

Hambobg, den 12. December 1850. 

LübseiL 



Vorwort zur zweiten Auflage. 



Sei dieser neuen Auflage ist nur auf grossere Correot- 
tieit geachtet worden. Eine Vermehrung würde dieselbe 
aar theurer, aber nicht nützlicher gemacht haben. 

Es kann sich treffen, dass diese neue Auflage Jemandem 
in die Hände fallt, der auch das 1853 erschienene Lehrbuch 
der Greometrie von P. Krohn, Lehrer an der Navigations- 
schule in Stolpmündc) besitzt. Ich sehe mich deshalb — 
am den Schein und die leicht mögliche Verdrehung des 
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(Jrtheils zu verhüten, als wenn ich Ton Krohn'i Compilation 
hätte profitiren können — zu der Büge genothigt: daaß 
dieser Plagiarius, wie schon das Centralblatt No. 52 bemerkt, 
sein ganzes Werk aus andern Büchern compilirt und aua 
meiner Geometrie unter andern auf einmal Anftehalb Seiten 
ganz wortlich abgeschrieben hat. 

Aus demselben Grunde muss ich dänische Leser darauf 
aufmerksam machen, dass auch — was ich zufällig und 
sehr spät erfahre — ein Herr P. C. Beigi bei Abfassung seiner 
y,abnindelige Mathematik^' mein Lehrbuch der Arithmetik* und 
Algebra, ohne Angabe der Quelle, brav benutzt hat. 

Hahbubo, im November 1854« 

Lübsexu 



Vorwort znr dritten Auflage. 



Die rasche Folge dieser neuen Auflage spricht wohl daftir, 
dass die, übxigens leichte Prophezeihung des Philosophen 
üerbart: ,,]>ie niohste Generation wird die ITothwtndi^rit 
eiiuiebeii^llAtheoiatik zu stndiren/' schon jetzt in Erfüllung geht 

Hamburg, im October 1857. 
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Einleitung. 



Mntlunassliclier ürsprnng der Geometrie. 

Die ursprüngliche Geschichte aller menschlichen Kennt- 
nisse vor der Sündfluth ist bekanntlich in der Sündfluth unter- 
gegangen, und alles, was man über einzelne, vermeintlich 
gerettete Bruchstücke berichtet, verliert sich in reine Muth- 
massungen und Fabeln, die keinen Glauben verdienen. 

Auch noch gleich nach der Sündfluth, als man die Welt 
wieder von vorne anfing, hat sich die erste Spur der allge- 
meinen Geschichte in tiefes, nie zu lichtendes Dunkel gehüllt 

Erst lange nachher, als die egyptische Finstemiss riss 
(wovon in den meisten Schulen noch ein Stück zu sehen ist), 
bricht eine Art Dämmerung in der Geschichte an, und hiernach 
soll diejenige mathematische Wissenschaft, welche den Namen 
„Geometrie^' als Titel führt, zuerst durch die alljährlichen 
Uebersohwemmungen des Nils veranlasst sein. (Herodot.) 

Wenn der Nil, so wird erzählt, aus seinen Üfem trat, 
so pflegte er nicht selten die Grenzen und Befriedigungen 
der egyptisohen Ländereien zu zerstören und unkenntlich zu 
machen, sondern auch nach und nach hier ein Stück Land 
abzureissen und dort wieder anzusetzen. Es musste also 
oftmals von Neuem wieder getheilt und Jedem das Seinige 
zugewiesen werden, um nach Recht und Billigkeit die Steuern 
reguliren zu können. 

Diese Theilungen und Grenzenbestimmungen mögen nun 
aber anfangs aufs Gerathewohl, durch blosse Schätzung nach 

LftbMn*s EldmeDtar-Oeomttri«. 1 
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dem Augenmasse bewirkt und deshalb manche Streitigkeiten 
entstanden, und dadurch denkende Köpfe veranlasst sein, 
auf untrüglichere, nicht Ton dem Augenmasse abhängende 
Mittel zn sinnen. 

Auf solche und ähnliche Veranlassungen sind nun wahr- 
scheinlich einige für die Landmesskunst wichtige Sätze er- 
funden (z. B. gleichlaufende grade Linien abzustecken und 
auszumessen, Nivelliren etc.), deren Richtigkeit — weil sie 
sieh nicht bloss auf Erfahrung, sondern auf reine Vemunfl 
gründeten — jeder Vemünfüge anerkennen müsste und nach 
welchen die fraglichen Grossen und Grenzenbestimmungen 
sicher geleitet, etwa begangene Lrthnmer und absichtliche 
Betrügereien leicht entdeckt und berichtigt werden konnten. 

Ausserdem bezeugen die vielen grossen Pyramiden, Gno- 
monen, unterirdischen Gänge, Grabmäler, Palläste, Schiffs- 
gräben und Canäle*), dass die Egjpter sich viel mit der 
Baukunst, Fortification, Astronomie und Schifffahrt beschäf- 
tigt haben, wozu einige Kenntniss der Geometrie nicht allein 
sehr nützlich, sondern unentbehrlich war. 

Kurzum, vielfältige practische Bedürfnisse müssen schon 
firühe, bei allen civilisirten Völkern, die Cultur und Pflege 
dieser wohl uralten Wissenschaft (Geometrie) veranlasst haben. 
Denkende Köpfe, bei den Egyptem wohl besonders die Prie- 
ster, bei den Griechen, Persern, Arabern, Chinesen etc. die 
Philosophen, unter denen auch Fürsten, strengten äch an, 
noch immer mehr neue geometrische Sätze zu entdecken. Hie 
und da unternahm es dann Einer (später z. B. der Grieche 
Eodides 800 v. C. durch seine Beisen in Egypten etc.) dieser 
anfangs sehr zerstreuten geometrischen Lehren alleliabhaft zu 
werden und sie, nicht allein wegen ihres practischen JSntzens, 



*) «Um die Koiteu der CanalbMiteii eii deeken, wurde Ton Sesoftris 
das der KrisgerkMte cmgewiesene DrittheU des Landes einer Grundsteuer 
unterworfen. Die Ausdehnung der Ueberscbwemmung bestimmte dort 
Jährlich, welche Ländereien steuerbar sein würden, und da feste Grenzen 
unter diesen Umständen nutelos gewesen wären, so musste aUjährlich 
mfttelstTorgBiiontmener Yennessung Jedem Grundbesiteer ein gleiehes Stuck 
des Tom Nil befiruchteten Landes zugetheilt werden. Beides, die Landes- 
vermessung, wie die Steuererhebung, war ein Geschäft der Priesterkastej» 
S. Reynier, De T^con. polit et rurale des l&gyptiens et Carthaginois, p. 190, 
und Hau, Grunds, der Flnanswiss.; Pölitz, Neue Jahrb. der Politik und 
Geschichte, 1840, OcÜbr^rHefti und Montucla, Histoire des math^matiquea 
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Uohcii ScharftiiuiS) zu ordnen ) za TervoU|^oiQimpeP:t zup roT'- 
jLOQunenden ß0braache und anir Bildung deg Oeiites für die 
Nachwelt «u&obewahren, und weil doch die £rd- oder Feid- 
mesBlcHnst die mnthmassliche V^anlaasung zur Entdeidwig 
dieser Sitze gewesen war, so gab oder Hess man der^gansen 
Sammlung derselben den Titel Geometrie (Scdmessnog)» 

Seitdem ist aber diese Wissenschaft so sehr erweitert und 
yeryoUkommnet, dass iür die richtige Bezeiotmupg deifseUbtsn 
der ureprüngUehe Name „ Geometrie ^^ in der wortlichen Be- 
deutung „Erdmessnng^^ gar nicht n^ehr passt, oder vielmeihr 
nie gepasst hat. Die Erd- oder Feldmesskunst ist aUeidings 
eine Anwendung der Geometrie, aber auch auf andere genx 
verschiedene Wissenschaften wird sie angewandt, z. B* auf 
Astronomie, Schifffahrtskunst, Optik, Mechanik, Wasew- 
baokunst, Fortification etc., und so unpassend es also sein 
wfirde, das Wort ^yGeametrie^^ durch Himmelsniesskanst, 
Mechanik etc. zu übersetzen, eben so unpassend würde 
es sein, dies Wort jetzt noch in der anfänglichen Bedeu- 
tung yyErdmefBkunBt^^ zu nehmen« 

Um nun aber einen vorläufigen Begriff von dieser Wissen- 
schaft geben und andeuten zu können, worauf man beim 
Studium derselben seine Aufinerksamkeit zu richten und was 
man von ihr zu erwarten hat, ist es durchaus nothwendig, 
erst ihren eigentlichen Gegenstand, Zweck und Wesen hw- 
vorzuheben und kennen zu lernen, so wie auch einige noth- 
wendige Vorbegriffe vorauszuschicken« 

n. 

Gegenstand der Geometrie. 

Blnmlieho Qttoaa: XSsper, FUehtn und 



XOrper. Jeder Mensch hat die Vorstellung von dem nach 
allen Richtungen bis in^s Unendliche ausgedehnten Räume. 
Von diesem unbegrenzten Räume denke man sich beliebig 
grosse, von allen Seiten begrenzte Stucke (z. B. den Raum, 
welcher von den Wänden, Decke und Boden eines Zimmers 
eingeschlossen (begrenzt) ist, so hat man sich das gedacht, 
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was man KSrper oder auch wohl geometriaohe Kdrper 
nennt, am de durch dieses Betwort „geometrisch** tob 
den materiellen oder phymschen Körpern m unterscheiden, 
welche ausser ihrer Ausdehnung und Form noch andere 
Merkmale haben, wie s. B. Farbe, Gtewiehtetc Der geo- 
metrische Korper ist also nichts Materielles, sondern nur 
ein begrenster leerer Raum. Spricht man von der Grosse 
und Form eines physischen Körpers, so abstralnrt man tod 
dem Stoffe, aus welchem er besteht, ob aus Holz, Eisen etc., 
das ist gleichgültig, indem dann nur der leere Raum ge- 
meint ist, welchen der physische Körper einnimmt (ausiiUlt)» 

Flädien. Die Grenzen eines Körpers nennt man Flächen 
und alle Flächen, welche einen Körper begrenzen (ein- 
schliessen), bilden zusammen dessen Oberfläche. Die Flächen 
eines Körpers können also, eben weil sie einen Raum be- 
grenzen, kein Theil dayon sein, mit andern Worten: Flä- 
chen haben keine Dicke, sind nur Grössen im Räume. Will 
man sich eine Fläche durch ein Blatt Papier yersinnlichen, 
so muss man sich nur die eine Seite desselben denken, denn 
wie dünn es auch sein möge, so hat es doch als materieller 
Körper nothwendig einige Dicke und ist mithin keine ma- 
thematische Fläche. 

Linien. Die Grenzen einer Fläche nennt man Linien. 
Die Linien können also, eben weil sie eine Fläche begren- 
zen (einfassen), kein Theil dayon sein, weil ein Theil einer 
Fläche doch selbst wieder eine Fläche, mithin nicht die 
Grenze wäre. Die Linien sind also auch nur Grössen im 
Räume, sie haben weder Dicke noch Breite, sondern nur 
eine Ausdehnung, nämlich Länge. 

Fnncte. Die Grenzen einer Linie nennt man Puncte. Der 
mathematische Punct kann also, eben weil er die Grenze 
(An&ng, Ende) einer Linie bezeichnet, kein Theil dayon 
sein, mithin auch gar keine Ausdehnung haben und deshalb 
auch keinen Stoff zu weiteren Betrachtungen geben. 

Wir unterscheiden demnach nur dreierlei Arten räumliche 
Grössen, nämlich: Körper, Flächen und Linien, und 
diese reinen Gedankendinge sind nun der eigentliche Gegen- 
stand mit welchem die (Geometrie sich beschäftiirt. 
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in. 

Eweek der Geometrie. 

XBtdMkug d«r EigeaichafUii; Conitraetion und Aoim^tioag te 
rinmUehen OrÖfien, 

1. Die Oeometrie soll die Eigenschaften der raumlidietK 
Grossen entdecken und kennen lehren. 

So hat z. B. die in sich zurücklaufende krumme Linie, 
welche man Kreis nennt*), unter andern merkwürdigen und 
wichtigen Eigenschaften auch die , dass sich der Halbmesser 
desselben gerade sechsmal in die krumme Linie abtragen lasst« 
Nimmtman nämlich die vomMittelpunct 
C nach A gehende grade Linie, welche 
man Halbmesser nennt, in den Zirkel 
und steckt sie erst von A nach B ab, 
dann von D nach 2>, von D nach E etc^ 
so muss man zum sechstenmale genau 
wieder auf den Punct A zurückkommen, 
zugleich ist hierdurch die Kreislinie in 
sechs gleiche Bogen getheilt. Ebenso hat jede andere räum- 
liehe Grosse viele merkwürdige Eigenschaften. So hat z. E., um 
noch ein Erläuterungs-Beispiel anzuführen, ein jedes Dreieck 

die (für die Mechanik wichtige) 
Eigenschaft, dass die drei, von 
den Endpuncten j4, J5, C nach 
den Mitten Jl/, M\ Jl/" der gegen- 
über liegenden Seiten gezogenen 
graden Linien sich immer in einem 
und demselben Puncte o treflfen 
müssen u. m. dgl. 

2. Die Geometrie lehrt die räumlichen Grossen (Figuren) 
richtig und leicht construiren (zeichnen). WoDte z. B. ein 
Architect ein regelmässiges Sechseck zeichnen, d. i. eine Figur 
von sechs gleichen Seiten und sechs gleichen Ecken und zwar 



*) Zu einer Torläufigen Eiiüeitung genagen die gewohnlicben popn- 
iren Begriffe Ton graden und krummen Linien, Ereif, Dreieck eto. 
▼oUkommeu und diese dürfen wir auch unbedenklich bei Jedem 
Studhim der Geometrie fiihigen Knaben ToraufteUen. 
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to, dass jede Seite 3 Zoll lang wäre, so würde ihm dieses, 
wenn er Geometrie rerstande, ein leichtes sein. Er brauchte 
sich ja nnr der eben erwiäinten ESg^^sdbaft des Ejreises zu 
erinnem, mit einem Halbmesser von 3 Zoll einen Ejreis zu 
beschreiben und den Halbmesser nur unmittelbar darin herum- 
zutragen und die so gefundenen sechs Theilungspuncte durch 
(prade Limen sa verbinden. Ebenso Isehrt die Geometrie jede 
andere rerlangte Figur richtig zu construiren. 

S. Die Geometrie lehrt ein sicheres yer£BJir«n kennen, die 
riuodiehen Grossen genau ausramessen. Fragt z« B. Jemand: 
wie viel kann auf jenem viereckigen Stuck Feld mehr wachsen, 
als auf diesem fünfeckigen; ^me viel kami dieses Schiff laden, 
um nicht tiefer als zehn Fuss zu gehen; wie findet man den 
richtigen Weg durch das bahnlose Meer; wie werden Land» 
und See-Karten angefertigt; wie findet man die Entfernung 
des Mondes von der Erde, die Zeit, nach welcher eine Sonnen- 
finstemiss eintritt, ein Comet wieder erscheint; wie muss ein 
G<eschütz g^chtet werden, damit die Kugel einen bestimmten 
Punct treffe u. m. dgl., so können solche und ähnliche Fragen 
nur ron einem der Geometrie Kundigen beantwortet werden. 

IV. 

Begriff der Geometrie. 

Nachdem nun die zur Bildung des hier geforderten vor- 
läufigen Begriffs nothigen Vorstellungen vorausgeschickt 
worden, kann man also, um von dem Umfang und Inhalt 
einer ganzen Wissenschaft so viel wie möglich in ein paar 
Worten zusammen zu fassen, sagen: Die Geometrie ist die 
Wissenschaft von den Eigenschaften, der Construc- 
tion und Ausmessung der räumlichen Grrossen. 

V. 

Methode der Cfeometrie. 

Ans dem Vorhergehenden, erhellet wohl, dass die Haupt- 
au%abe der Geometrie darin besteht: die Eigenschaften der 
räuQilichen Grossen zu entdecken. Auf welche Weise soll dies 
aber geschehen? Wie ist man z. £• wohl zur Kenntniss des 
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▼orfain erwÜmten merkwibrdigen Sateeii gdam^: dast orii 
der Halbmesser eines Kreises gerade sechsmal in demselben, 
herumtragen lasse, so wie su dem andern Satse: dass die 
drei von den Eckpuncten dnes Dreiecks nach den Mitten der 
gegenüber liegenden Seiten gezogenen graden Linien moh> 
immer in einerlei Ponct durchschneiden? Hat man diese un- 
nmstossliche Wahrheiten etwa durch einen glücklichen Zufall, 
durch Erfahrung entdeckt, indem man ganz gedankenlos, 
gleichsam spielend, den Halbmesser in denEjreis herumtrug und 
jene drei Linien in dem Dreiecke zog, ohne die Entdeckungen' 
zu ahnen, von welchen man nachher überrascht wurde? 

Viele solche einfache Sätze der Geometrie können und 
mögen in grauer Vorzeit wirklich auf diese Weise durch 
blosses Probiren zuerst entdeckt sein, allein die meisten und 
^nichtigsten Eigenschaften der räumlichen Grossen würden sich 
auf diese Weise: durch Versuche und Er&hrungen unmöglich 
finden lassen. Auch würden die so gefundenen Sätze keine 
allgemeine Gültigkeit haben und also auch nicht auf den 
Namen: mathematische Wahrheiten Anspruch machen 
können, welche immer so evident, d. h. so einleuchtend 
gewiss und zuverlässig sein müssen, dass man auf die unum- 
stossliche Richtigkeit derselben unbedenklich bauen kann. 

Wollte z. E. Jemand den eben vom Dreieck erwähnten 
Satz behaupten und die unbestreitbare Richtigkeit desselben 
dadurch beweisen, dass er vor unsem Augen die fraglichen 
drei Linien zöge, und nun sagen: seht ihr, dass die drei Linien 
sich wirklich in einerlei Punct schneiden! so würden wir ihm 
doch gleich zurufen: stopl Du bist durch Deine uns eben 
gezeigte Probe, strenge genommen, noch nicht mal berechtigt, 
nur die wahrscheinIiche,Tiel weniger noch die absoluteRichtig- 
keit Deines Satzes zu behaupten; denn angenommen, Deine 
Zeichnung sei ohne Irrthum, so genau, als es Deine Sinne und 
Instrumente erlauben, so gilt Dein behaupteter Satz doch nur 
von diesem einen Dreiecke, oder von so vielen als Du unter- 
sucht hast; welcher Grund berechtigt Dich aber, von einem 
oder ein paar Dreiecken auf alle übrigen zu schliessen, deren 
Zahl, weil unendlich, Du doch nicht alle durchprobiren kannst? 

Hiemach mochte es wohl schon dem ersten Anfänger ein- 
leuchten, dass, wenn die mathematischen Wahrheiten diesen 
Namen verdienen, nämlich unumstossliche Gewissheit und all- 
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gememe Gültigkeit haben eoUen, dieM^ben dann such eis eine 
abaolute Nothwendif^eit durch diereineVernunft erkannt 
werden müaaen. Dies ist auch der Grund; weshalb man die 
reine Mathematik eine reine Vemunftwisaenschaft nennt. Kein 
SatZy kein SchluM gründet sich auf Erfahrung. Alles muss 
hier durch reine Vemunf tspeculation, aus reinrai Yerstandes- 
begriffen abgeleitet und gefunden werden^ und eben dadurch 
erhalten die mathematischen Sätze ihre einleuchtende Gewiss- 
heit und Nothwendigkeit. Dieser imumstösslichen Gewissheit 
halber standen die mathematischen Wissenschaften auch bei 
allen Philosophen des Alterthums, deren Lehren und Sitten die 
ToUkommensten waren» in so hoher Achtung. Besonders 
waren es die griechischen Philosophen Thaies, Pythagoras, 
Hippocrates, Plato, Aristoteles , Euclides und Archimedes, 
welche sich för die mathematischen Wissenschaften interessirten 
und deren Studium nicht allein des practischen Nutzens halber, 
sondern auch als eine practische Logik, die Entwickelung 
der Geisteskräfte fördernd, und das Urtheil schärfend, so 
dringend empfahlen. Von Plato wird erzählt: er habe keinen 
Schüler ohne mathematische Vorbildung zu seinem Unterricht 
gelassen. Der berühmte Arzt Hippocrates soll seinem Sohne 
dringend gerathen haben, mit dem Studium der Arzeneikunst 
auch das der Mathematik zu verbinden.*) Genug, der Anfänger 
wird sich bald selber überzeugen, dass jeder, der mit Nutzen 
Mathematik studiren will, auch genöthigt ist, sein Denkver- 
mögen in Thätigkeit zu setzen und sich an ein solides Urtheil zu 
gewöhnen, wozu ihm unerschöpflicher Stoff dargeboten wird. 
Ohne Nachdenken und Speculiren würden die mathematischen 
Wissenschaften nicht erfunden sein, und soll das Studium 
derselben Erfolg haben, Ausbildung des Verstandes, sichere 
Praxis, schnelle Combination bekannter Wahrheiten und Auf- 
findung neuer erreicht werden, so muss sich der Anfänger 
gleich von Haus aus wissenschaftlich bilden, die vorgetragenen 
Lehren nicht bloss aufs Wort glauben und mechanisch auf- 
fassen, sondern dieselben so zu durchdringen suchen, dass er 
die vollkommenste Ueberzeugung erlange und mithin einsieht, 
dass es durchaus so sein muss, wie behauptet worden. 

*) Hippocrates mag hiebd wohl an die Physiologie gedacht haben, 
die in neuerer Zeit so eifrig cultivirt wird und durchaus Kenntnisse der 
Matlicmatik und Naturwissenschaft verlangt 
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System der Geometrie. 

Wie Bohon in IV. gesagt, ist die Greometrie die Wiesen;^ 
eehaft ron den Bigeneohaften, der Conetrnction und Ausmes" 
eung der rsiunliohen Ghroseen und ihre Hauptaufgabe ist: die 
Eigenschaften derselben zu entdecken. Nun kann man sich 
aber von jeder der drei Arten räumlicher Grossen: Körper, 
Flachen und Linien unzählige verschieden geformte denken« 
So sind z. B. die Körper, welche man Würfel, Kegel, Kugel, 
GyUnder etc. nennt, an Gestalt (Form, Figur) himmelweit 
verschieden; ebenso die Flächengrossen, Dreieck, Viereck, 
Kreis etc.; ausser der Kreislinie lassen sich noch unzählige 
«nders gestaltete krumme Linien denken. Aber alle diese 
unzähligen Gestalten betrachten und ihre Eigenschaften ent- 
decken zu wollen, würde offenbar, eben weil ihre Zahl unend- 
lich ist, unmöglich sein. Glücklicherweise ist dies aber auch 
gar nicht nöthig. Es hat sich nämlich gezeigt, dass man zu« 
Bildung eiaer vollständigen Geometrie dennoch nur sehr 
wenige von den unzähligen räumlichen Grössen zu betrachten 
und genau zu erforschen braucht, nämlich diejenigen, die uns 
gleichsam den Schlüssel zur Kenntniss aller übrigen geben. 

Die wichtigsten Eigenschaften, welche man bei diesen 
wenigen räumlichen Grössen entdeckt hat, sind nun, wie schon 
bemerkt, von unsern Vorfahren aufgezeichnet worden. Als die 
beste Form sie mitzutheilen und zu lehren, hat man sie in 
sogenannte Lehrsätze gekleidet und diese nach einer gewissen, 
durch dieWissenschaft selbst vorgeschriebenen systematischen 
Ordnung an einander gereiht. Denn, so wie in der Arithmetik 
ein gewisses systematisches Fortschreiten nothwendig beob- 
achtet werden muss, und man z. B. nicht eher das Dividiren 
lernen kann, bevor man das Multipliciren gelernt hat, die- 
sem aber das Addiren und diesem wiederum das Zählen 
vorhergehen muss, so müssen auch in der Geometrie die 
Lehrsätze in einer gewissen Ordnung auf einander folgen, 
und der Anfänger wird deshalb schwerlich einen Satz ge- 
hörig verstehen, wenn er nicht alle vorhergehenden Sätze, 
welche ihn begründen und wie Glieder einer Kette mit ihm 
zusammenhängen, gehörig verstanden hat. 

Um die unumstössUche Richtigkeit dessen, was jeder Lchr- 
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Batz behauptet, zu bestätigen, sind jedesmal die nothwendigen 
Ghronde dafür in Fonu eines Beweises hinzugefugt und hierauf 
folgen dann in der Regel noch Beispiele, um den mitgetheilten 
Satz practisch einzuüben und dem Gedachtniss einzuprägen. 

Siimmtliche im System der Greometrie enthaltenen Ldu>> 
satze etc* pflegt man auch wohl die Elemente (Fundaments) 
derselben und deshalb das System selbst die Elem^itar* 
Geometrie zu nennen. 

Schliesslich möge hier noch erwähnt werden, dass altem 
Herkommen nach, die Geometrie in zwei Haupttheile getheilt 
wird, namhch in: ebene und körperliche Geometrie. Die 
ebene Geometrie betrachtet nur solche Constructionen, welche 
ganz in einer ebenen Fläche liegen; die körperliche Geo- 
metrie dagegen diejenigen räumlichen Grossen, welche nicht 
in einer ebenen Fläche liegen und deren BQder deshalb auch 
nur perspectivisch gezeichnet werden können. 

Mit der Betrachtung der einfachsten räumlichen Grössen 
müssen wir natürlich beginnen und zwar zunächst mit den 
Bestandtheilen der ebenen Figuren, nämlich mit der Be- 
trachtung der graden Linien und Ecken. Denn obgleich 
jeder Mensch diese Begriffe schon hat und bei nüchternem 
Muthe gewiss keine grade Liide mit einer krummen ver« 
wechseln wird, so ist doch eine genauere mathematische 
Bestimmung dieser Begriffe nothwendig. 

Wer nun gesunden Menschenverstand und für merkwürdige 
Schöpiungen des menschlichen Geistes Sinn hat, nicht denk- 
faul ist und sich nicht durch die ersten Schwierigkeiten (die sich 
übrigens durch fleissiges Repetiren beseitigen lassen) ab- 
schrecken lässt, der wird nach Ueberwindung derselben, sich 
immer mehr und mehr für die mathematischen Wissenschaften 
interessiren, sich über die schöne Ordnung in denselben freuen 
und von ihrer überzeugenden Gewissheit überrascht, mit zu- 
nehmender Spannung die aUmälige Entwickelung derselben 
verfolgen. 

Um zur Kenntniss der ganzen Geometrie zu gelangen, hat 
man übrigens im Ganzen nur etwa hundert eigentliche (hi^ 
mit gesperrter Schrift bezeichnete) Sätze zu lernen, und diese 
werden die darauf zu verwendende Zeit, wenn wöchentlich 
auch nur zwei statt vier gelernt werden, reichlich lohnen. 
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Erster ThdI. 

Ebene Geometrie^ 



Erstes Buch. 

Von den graden Linien bescmders, Ton der Ebene 
nnd Tom Kreise yorlftnflg die Erklärungen. 

1. 

Erklftningk Eine grade Linie ist 
diejenige, welche nicht aus 
ihrer Lage kommt, indem sie 
sich um ihre beiden festen 
Endpuncte dreht.*) 
Erläuterung. Zwischen zwei Puncten A und B sind offenbar 
unzählig viele Linien möglich, z. B. die von A über F nach 
B^ oder die von A durch G nach B gehende. SteUt man sich 
nun vor: alle diese Linien drehten sich um die beiden als 
fest gedachten Endpuncte A und j5, so dass sie in andere 
Lagen, z. B. in die punctirte kommen, so lässt sich noch eine 
solche von A nach B gehende Linie denken, welche bei dieser 
Umdrehung nicht aus ihrer Lage kommt , gleichsam die Um«* 




*) So borten wir einmftl Gauss bei der Erklärung des Fenifobrs. und 
deMen riobtigem Gebraucb den Begriff der graden Linie festsetsen. Diese 
Erklärung ist theoretiscb frncbtbar, wie die gleich danns folgenden Sätie 
seigen; ansserdem ist das angegebene Merkmal practisch wicbtig, i. B. 
bei der Jnstirung eines Fernrohrs, richtigen Bohmng eines Cylinders etc. 
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drehuDgsachse bildet, in welcher also alle Puncte, wie C, D^ 
ruhen. (Man breche ein Stück Papier, so ist der entstehende 
Bruch [Falze] eine grade Linie.) 



Erklärungen. Eine grade Linie nennt 
und bezeichnet man durch zwei an 
ihre Endpuncte gesetzte Buchstaben 
(Ziffern). Will man auch den Lauf 
der Linie andeuten und sich dieselbe 
durch die fortschreitende Bewegung des einen Endpuncts gegen 
den andern hin, beschrieben denken, so schreibt man des- 
jenigen Punctes Buchstaben voran, von dem die Bewegung 
ausgeht. So bedeutet z.B. -4iS oder nach der neuem Bezeich- 
nung (Carnot) ZS, die von A nach B gehende grade Linie, und 
eben so BA oder WÄ dieselbe Linie in umgekehrter Richtung. 
Ein aus graden Linien von verschiedenen Richtungen zu« 
sammengesetzter Tang heisst eine gebrochene Linie. 

Eine stetig gebrochene Linie, in welcher also kein Theil 
grade ist, heisst eine krumme Linie. 

Ein aus graden und krummen Linien bestehender Zug 
heisst eine gemischte Linie. 

Statt grade Linie, sagt man gewohnlich kurzweg: Linie. 

8. 

Lehrsatz. Durch zwei Puncte 
A und B ist nur eine einzige 
grade Linie möglich. 

Beweis. Dies folgt aus dem §. 1 fest- 
gesetzten Begriff der graden Linie. 
Zufolge der dort gegebenen Erläuterung kann es zwischen 
^ und B offenbar nur eine einzige solche Reihe von Puncten 
geben, die nicht aus ihrer Lage kommen, indem man die 
ganze Figur (in Gedanken) um die beiden festen Endpuncte 
A^ B dreht. 

Zusatz. Hieraus folgt noch eine andere, jedoch nicht 
eigenthümliche Eigenschaft der graden Linie. Wird nämlich 
eine grade Linie AB so umgelegt (um ihre Mitte C in der 
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Bildfiäche heramgedreht), dass das Ende A nach B nna 
daftir B nach A und folglich F nach j kommt, so mnss 
nothwendig (weil zwischen zwei Puncten nur eine grade 
Linie möglich ist) die grade Linie in ihrer jetzigen um- 
gelegten Lage mit der vorigen genau zusammenftdlen und 
mithin jede grade Linie an der einen Seite genau so be- 
schaffen sein, wie an der andern. 



Ao^be. Zu untersuchen, ob 

die Seite a b eines zum Ziehen 

grader Linien dienenden Lineals 

auch wirklich grade ist. 

Auflösung. Man ziehe längs 

der zu prüfenden Kante ab eine Linie so fein als möglich; 

lege hierauf das Lineal um (drehe es in der Bildfläche um 

die Mitte m), so dass a nach b und b nach a, mithin c 

nach & und d nach 3/ kommt. Schliesst dann dieselbe 

Kante des Lineals sowohl in dieser Lage als auch, wenn 

es jetzt längs der gezogenen Linie fortgeschoben wird, an 

dieselbe immer genau an, so ist das Lineal richtig. 



5. 

Erklärung. Eine Fläche ist und 
heisst eben oder eine Ebene, 
wenn eine grade Linie, die zwei 
beliebige Puncte mit ihr gemein 
hat, auch mit allen ihren übrigen 
Puncten darin enthalten ist; oder mit andern Worten: eine 
Fläche heisst eben, wenn man von jedem ihrer Puncte 
aus, nach allen Richtungen grade Linien in derselben zie- 
hen kann. 

Es sei hier noch ein für allemal daran erinnert, dass im 
ersten Theile der Geometrie nur solche Figuren betrachtet 
werden, die ganz in einer ebenen Fläche (Ebene) liegen, 
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woftr da« Papier oder die Tafel, worauf sie geceicimet 
aind, stets angenommen wird. Eine dreieckige Figur z* B«, 
welche auf einer krummen Flache, etwa auf einer Kugel- 
fl^rche gezeichnet ist, gehört also nicht zur ebenen, sondern 
zur körperlichen Geometrie« 

6. 

Ani^abe. Wie kann man erkennen, ob eine Flache eben 
oder eine Ebene ist. 

Anflösong. Man passe ein richtiges Lineal an yerschie- 
denen Stellen auf die zu prüfende Ebene und sehe zu, ob 
die Kante des Lineals mit allen ihren Puncten genau an- 
schliesst. (§. 5.) 

Anmerkung. Ausser diesem einfachen Prüfungsmittel giebt 
es noch viel schärfere. Vollkommen ebene Flächen existireo 
übrigens nur in Gedanken. Der feinem Technik wird es 
schon als Meisterstück angerechnet, wenn sie eine Fläche 
nur von der Grosse eines Kartenblattes so eben liefert, dass 
lie die erwähnten strengem Prüfungsmittel vertragen kann. 
Unsere gewohnlichen Tische, Spiegelgläser etc. werden mei- 
stens für eben gehalten, strenge untersucht, finden sich aber 
immer Erhöhungen und Bjümmungen darauf. 



Lehrsatz. Durch zwei Puncto^, 
B^ ist die Lage und Richtung 
der dadurch gehenden graden 
Linie ZS, nämlich der Lauf 
ihrer gradlinigten Verlängerungen (die man sich, 
nach beiden Seiten hin, bis in^s Unendliche denken 
kann), vollkommen bestimmt. 

Beweis. Man stelle sich vor, die Bildebene werde, wie 
in §. 1, um die beiden festen Puncto A^ B gebrochen, so 
entsteht in der ganzen unendlichen Ausdehnung der Bild- 
ebene nur eine und eben deshalb durch die beiden Puncto 
A^ B bestimmte Linie (Falze), welche in ihrer ganzen un- 
endlichen Ausdehnung das §. 1 erwähnte Merkmal hat. Es 
ist also nicht möglich, eine grade Linie auf verschiedene 
Weise gradlinigt verlängert zu denken. 
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8. 



Lehrsati. Wenn zwei grade 
Linien zwei Puncte gemein 
haben, so bilden sie nur eine 
einzige grade Linie. 
I Bewaii. Die beiden Linien AJB^ 
CD schneiden sich in dem Puncte a», 
den sie also gemeinschafUich haben. 
Stdlt man sich nun vor, die Linie CD drehe sich um den 
gemeinschaftlichen Punct m, so dass noch ein zweiter Punct 
n', der Linie CD, mit einem Punct n der Linie AB zu- 
sammenfällt, so haben dann die beiden Linien zwei Puncte 
m und n gemein. Durch diese beiden Puncte ist aber nur 
eine grade Linie möglich (§. 3) und die gradlinigte Ver- 
längerung derselben vollkommen bestimmt (§. 7). Mithin 
müssen auch zwei grade Linien, wenn sie zwei Puncte ge- 
mein haben, in ihrer ganzen unendlichen Ausdehnung zu- 
sammenfallen, mithin nur eine einzige grade Linie bilden. 

9. 

Lehrsatz. Wenn in einer Reihe 
von Puncten 1, 2, 8, 4, .... je 
drei auf einander folgende in 
grader Linie sind, so liegen 
sie alle zusammen in einer graden Linie (in einer- 
lei Richtung). 

Beweis. Erstlich haben die beiden graden Linien 133 und 
23i zwei Puncte, 2 und 3, gemein und bilden folglidi eine 
einzige grade Linie 1234 (§. 8); dann haben wieder die beiden 
graden Linien 1234 und Bi5 die zwei Puncte 3 und 4 gemein, 
und bildmi mithin wieder eine grade Linie etc. 

Ob eine Reibe von Puncten in grader Linie liegen, wiirde 
man practisch dadurch ermitteln können, indem man ein Lineal 
(Schnur) an die Puncte legt, und, wenn es zur Zeit nur über 
drei lunausreicht, an der ganzen Reihe fortschiebt und Acht 
giebt, ob die ganze Reihe oder je drei unmittelbar auf ein- 
ander folgende genau anliegen. Hierauf beruht auch das Ver- 
fahren, mittelst eines kurzen Lineals eine grade Linie beliebig 
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weit sa yerBuigeni, indem man nur darauf aehtet, dase jeder 
folgende Zng mit dem rorhergehenden sweiPnncte gemein hat. 

10- 

SrUInmg. unter Z^tfemong (Abstand) sweier Ponete 
Tersteht man allemal die Lange der awiachen denselben ent- 
haltenen graden Linie. 

Ist also der Weg swischen zwei Pnncten nicht grade (geht 
er z. B. über einen Berg), so muss man die Lange desselben 
nicht mit der Entfernung (Abstand) der beiden Puncte rer- 
wechseln. 

11. 

Von den, die grade Linie betreffenden Lehrsätzen wollen 
wir nun schliesslich noch einige practische Anwendungen anf 
das Feldmessen machen, und uns zu dem Ende auf ein ebene» 
freies Feld versetzt denken. Wie man in hügeligen und durch- 
schnittenen Gegenden zu verfahren hat, kann erst in der kör- 
perlichen Geometrie gelehrt werden. Aus dem höchst einfachen 
Apparate, welcher zur Feldmesskunst erforderlich ist, entlehnen 
wir vorläufig nur einige runde Stangen, sogenannte Messstabe» 
Diese sind etwa 1 Zoll dick, 8 bis 10 Fuss lang; an einen» 
Ende, um sie leichter in den harten Boden stecken zu können^ 
mit eisernen Spitzen versehen, und um sie besser aus der 
Feme wahrnehmen zu können, Fussweise abwechselnd, roth 
und weiss mit Oelfarbe angestrichen. In Ermangelung solcher 
Stabe sind für den Privatmann auch andere Stabe, wenn sie 
nur ziemlich gleiche Dicke haben, gut genug. 

Angenommen nun, es seien (siehe folgende Figur) mehre 
solcher Messstabe vertical^ imd so in die Erde gesteckt, 
dass eine grade Linie, welche die beiden äussersten berührt, 
auch alle mittlem berührt, so wiirden sie auch alle in einerlei 
Richtung stehen. Ob dies wirklich der Fall ist, sieht man 



*) Yertieal heisst diejenige Riehtang, welche dn frei imd ruhig hin- 
gendet Loth (Senkblei, d. i. ein Faden mit einer daran hängenden kMr 
nenKngel) angiebt. Fnr den hier angegebenen Zweck wird Jedoch, ohne 
Hülfe einet Senkbleis, die Terticale Stellung der McBBstäbe stets nnr nach 
dem Angenmasse genau genug bewiriit. 
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aber (nach ein paar Standen Uebung) sehr leicht, indem man 
nnr hinter einen der beiden a o a aer e te n Meaütab e tretend, an 
beiden Seiten hinsieht (visirt). Für Kurzsichtige, oder wenn 
die Reihe der Stabe zu lang ist, wird ein Femrohr nothwendig. 



12. 

Angabe. Auf dem 

Felde stehen zweiMess- 

8tabe,lund2. Zwischen 

dieselben soll ein dritter^ 

3, so eingesteckt werden, 

dass er mit 1 und 2 in 

einerlei Richtung steht. 

Auflösung. Man muss erst die Linie 12 verlängern und 

deshalb in 4 eine Messstange so einstecken, dass beim Visiren 

4, 2, 1 in einerlei Richtung erscheinen, alsdann richte man, 

mit der dritten Messstange zwischen 1 und 2 tretend, diese 

dritte so ein, dass auch 3, 2, 4 in einerlei Richtung erscheinen. 

ist dies der Fall , so haben die beiden graden Linien 431 und 

824 zwei Puncte, 2 und 4, gemein, und bilden mithin eine 

einzige grade Linie. (§. 8.)*) 

Anmerlrang. Zwei Personen brauchen hiezu weniger Zeit 
Die eine (4) tritt dann in die Verlängerung von Vi und 
lässt, auf gegebene Winke, den Gehülfen die dritte Mess- 
stange mit ausgestrecktem Arm, so lange hin und her rucken, 
bis sie die Stäbe 1, 3, 2 in einerlei Richtung erblickt, worauf 
dann der Gehülfe, nach erhaltenem Wink, die dritte Mess* 
Stange ^est einsteckt. 

Nachdem erst drei Puncte in einer Linie durch Messstäbe 
bezeichnet sind, kann eine einzige Person leicht noch mehrere 
Zwischenpuncte durch eingesteckte Messstäbe bezeichnen. 

Soll eine so ausgesteckte Linie ganz zur Anschauung ge- 
bracht werden, um darnach etwa eine Mauer, einen Damm eto. 
aufzufuhren, so kann man von einem Punct zum andern eine 
Sehnur spannen und längs derselben eine kleine Forche in 
den Boden 



*) Anfänger m5gen deh dies Yerfsbren praetiMh «riintern uad sidi 
Im Visiren üben, indem sie anf einen Tisch Stecknadeln einatecken. 
LlklM«n*t ]Slt»taUr-QMm«trto. 2 
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18. 



A«%abe. Zwischen zwei gegebenen Panoten^ 1 und 4, 
swei andere Puncte durch Meesetabe zu beaedidami,, vK> .Aass 
alle vier in einerlei Bichtung sind. Es wird hier äerSSifl um- 
genommen, dass man woU zwischen die Punoiie 1 imilll, 
jedoch nicht hinter dieselben treten kann.*) 

Aoflftning. Zwei Personen (2 imd 8) richten sidi durch 
Visiren gegenseitig so ein, dass gleichzeitig 2, 3, 4 und 
3, 2, 1 in grader Linie sind, welches auf gegenseitiges Za- 
wiqken, nach einigem Hin- und Herrücken leicht bewirkt wird. 
Ist dies aber der Fall, so haben beide Linien 234 und 321 zwei 
Puncte, 2 und 3, gemein und folglich einerlei Richtung. (§• 8.) 

Soll eine Person dies allein thun, so braucht sie nur, 
wegen des oftem Hintretens von einem der beiden Stabil 2 
und 3, zum andern, mehr Zeit. Nachdem aber diese beiden 
Zwischenpuncte gefunden sind, können leicht noch mehrere 
bezeichnet werden. 



14. 



Antobe. Von 1 nach 6 soll über zwei Berge eine Bahn, 
Chausaee etc. geführt, oder dieselbe nach grader Richtung 



*) Der Anfänger möge sam bessern Ventindniss dieeer An^gabe einon 
Tiseh mitten in*s Zimmer stellen und »uf diesen swei Stecknadeln (3) and 
(8) so einsnstecken Sachen, dass sie. mit den beiden gegenüber Uegeadaa 
Kanten (1) und (4) des Zimmers In einerlei Richtang sind. 
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dor qh g 6gr«ben und dethalb, um den Arbeitern Riehtpimote 
sn geben, dieee Richtong ansgesteckt werden. Es wM an 
genommen, dbii mnimi jedem Beige im amr dae mnichai 
ftehende S%;t»l edien kann. 

AnfitMng« AnQedenBerg treten zwei PenoBcnimdnditen 
eieh, wie m waAngtb&aäer Att%abe, dnrefa ^%iTCft m> ein, 
dam WBL gleielMr SfieÜ, I9B, IR, fR, i5?, gnuie linrnn «nd. 
Ist dim daer FaHmHl Amiht man mA diam mer Immm an den 
▼erlangerten'Stabenberuntergleitend, so müssen sienothwendig 
alle (weil dann jede folgende Linie mit der irorkeagektoden 
zwei Puncte gemein bekommt) auf die durch 1 und 6 gehmide 
gcmie Linie fallen und mithin die über beide Berge gehende 
gnide Riehtnng oder den Durchschnitt beceiehnen. Mehre 
Swischenpuncte sind nun leicht aufzufinden 

15. 



Au%abe. Es soll von 1 nach 4 ein imterirdiscker Gang 
^Tunnel) unter einem Berge hindurch geführt werden «md die 
Arbeit an beiden Enden (Eingang und Ausgang) zugleich 
beginnen. * Was ist zu thun, damit die Minirer in einerlei 
Richtung arbeiten und auf einander stossai? 

AnfKhnmg Auf dem Berge werden erst zwei Stabe, 2 und 
&, mit 1 und 4 in einerlei Richtung eingesteckt (nach §. 18); 
alsdann noch b und 6 in dieselbe Richtung gebracht, so dam 
erst 1, 2, 8 und 2, 3, 4, dann 5, 1, 2 und 6, 4, 8 in ei ner« 
lei Richtung cdnd, dann haben die beiden Linien 5128 und 
2846 zwei Puncte ^^mein und das Verlangte wird zu Stande 
gebracht, wenn die Arbeit nach den durch 1, 5 und 4, 6 be«* 
flftimmten Richtungen ausgeführt wird. Auf ahnliche Weise 
lieme sich auch ein Tunnel unter einem flusse hindurch führen. 
Es wire allerdmgs noch moghch, dass die beiden Lim^ 5T 
und 64 über und unter einander weggingen, wie sich aber 
auch dies leicht vermeiden lasst, lehrt später §.218. 

2* 
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Aiil^ba. Eine auf ebenem Felde aosgesteokte Linie AB 
«usznmessen. 

Terfahrwa. Zn solchen unmittelbaren Läugenmessungen 
gebraucht man eine 50 Fuss lange Messkette, welche ans 
eisernen, einen halben Fuss langen Gliedern, von der Dick* 
eines Gänsekiels besteht, und von 10 zu 10 Fuss durch mes- 
singne Ringe abgetheilt ist. Durch die grossem Endringe der 
Kette werden, um sie bequemer fortziehen und anspannen zu 
können, 8 bis 4 Fuss lange Stabe gesteckt, welche gleich den 
Messstangen eiserne Spitzen haben. Ein paar Stifte verhüten 
das Abgleiten der Ringe. Zum bloss^i Privatgebrauch kann 
auch eine hänfene Schnur dienen. 

Zwei Personen, I und U, ziehen nun diese Messkette. 
No. I zieht zuerst den in A stehenden Messstab aus, steckt 
an dessen Stelle ihren Kettenstab und richtet darauf durch 
Winke No. ll, welche die Kette straff anzieht, so ein, dass die 
' beiden Kettenstabe imd die in £ stehende Messstange in einerlei 
Richtung sind. Hierauf ziehen beide Kettenzieher die Ketten- 
stabe wieder aus, No. I richtet die Messstange in A wieder 
auf, No. n bezeichnet die Stelle , wo ihr Kettenstab stand, 
mit einem kleinen Merkzeichen (Sticken, deren sie einDutz^id 
in einem Kocher mit sich fuhrt) und geht nun, die Kette nach 
aioh schleppend, vorwärts, bis die ihr folgende No. I an die 
bezeichnete Stelle kommt, und an die Stelle des Merkzeichens 
'ihren Kettenstab steckt. Nach diesem Kettenstabe und nach 
der in A wieder aufgerichteten Messstange kann No. 11 sich 
jetzt selbst einrichten. Diese zweite Stelle wird wieder mit 
einem Merkzeichen bezeichnet u. s. w. — So viele Merkzeichen 
No. I einsammelt, so viele ganze Kettenlängen hält die aus 
gemessene Linie. Ein übrig bleibendes Stück wird mit einem 
Theile der Kette ausgemessen. 
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Bbe fticht su groaie Lange kanu auch m|^. 
nannten Zehnfusastock ansgeocieaaen werden« In aehr mleo. 
Fallen genügt ea auch, zu manchen militärischen Zwecken 
s. B«, eine Lange durch Abschreiten oder durchs blosse 
Schatcung nach dem Augenmass zu messen, wozu dai^i aber 
eine grosse üebung erforderlich ist. Um sich im Zählen der. 
Schritte nicht zu irren, kann man sich eines Schrittzählers 
(in Form oner Taschenuhr) bedienen. Die Längen krummer 
Linien und Wege werden oft auch mit einem eigen^, sich 
den Krümmungen anschliessenden Wegemesser gemessen, d. i. 
ein Rad von 6 bis 8 Fuss im umfange. Stand der NuU- 
punct unten imd ist das Rad auf der krummen Linie so weit 
fortgeschoben, bis der Nullpunct wiederum unten steht, so ist 
offenbar die Länge dieses durchlaufenen Stücks der krummen 
Linie gleich dem Umfange des Rades. In der Regel befindet 
sich an einem solchen Wegemesser eine Art Uhr, und man 
kann darnach, aus der Stellung der Zeiger, die Länge des vom 
Rade durchlaufenen Weg^ unmittelbar ablesen. Jeder Uhr- 
macher kann an einen Wagen, dessen Achsen in ihrer Nabe 
nicfat zu viel Spielraum haben, einen solchen etwa 8 Reichs- 
thaler kostenden Mechanismus leicht anbringen. 

17. 

BrkUmngen. 1) Der Kreis Ist eine ebene 
Figur, Ton einer krummen Linie so begrenzt^i 
dass alle ihre Puncte, wie Ä^ OyH"- von 
einem innerhalb liegenden Punct C, den 
man Mittelpunct nennt, gleich weit 
entfernt sind. 

2) Die den Kreis begrenzende krumme Linie heisst Kreis- 
Linie oder auch Peripherie (Umfang) und die davon ein- 
geschlossene Fläche, Kreisfläche. Wenn man kurzweg . 
Kreis sagt, so ergiebt sich aus dem Sinn der Rede, ob die 
Kreisfläche oder die Peripherie (Ejreislinie) gemeint ist. 

3) Jede vom Mittelpunct C bis an die Peripherie gehende 
Linie, wie C7, C3T,* • heisst Radius oder auchHalbmesser 
und jede durch den Mittelpunct nach beiden Seiten bis an 
die Peripherie gehende Linie, wie AB^ heisst ein Duroh- 
messer TDiameter). 
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Ek folgt aus dem Begriffe des Kreises, dass sUe Radien 
desselbeii einander gleich und ebenso, dass alle Durchmesser 
einander gleich und doppelt so gross als ein Radius sind. 

4) Jeder Theil der Kreislinie, wie <?&, heisst ein Bogeä 
und die, die B&dpuncte desselben verbindende grade liinie, 
OH^ heisst Sehne. 

Den Kreis kann man sich entstanden denken, indem der 
Radius CA desselben sich um den Mittelpunct (7 dreht, alsdann 
besclireibt derEndpunct^die in sidb zurücklaufende Kreislinie* 

18. 

Etklärong. Wenn zwei Figuren so beschaffen sind, dass, 
wenn xoan sie (in Gedanken) auf einander legt, sie genau mit 
einander zusammenfallen, so sagt man: si^ sind congruent, 
d. h. sie decken sich, und es ist klar, dass, wenn zwei 
Figuren sich genau decken (congruent sind), sie dann noth«^ 
wendig auch vollkommen gleich sind. Der Nachw^ der 
Deckung (Congruenz) zweier Figuren wird häufig angewandt^ 
am die Gleichheit derselben zu beweisen» Als Erlauterungs* 
beispiel möge folgender Satz dienen. 

19. 

Lehrsatz. Ein Kreis wird durch 
einen beliebig gezogenen Durch- 
messer AB halbirt, d. h. in zwei 
gleiche Hälften getheilt. 

Beweis. Man denke mxh den oban 
Theil ADB aus der Bildebene herausge- 
schnitten, und (indem man ihn um den 
Durchmesser ABy wie um eine Achse gedreht denkt) auf den> 
untern Theil AEB g^egt, so müssen, weil dem Begriffe des 
Kreises zufolge, aUe Puncto der Peripherie gleich weit vom 
Mittelpunct C entfernt sind, noth wendig auch alle Puncte 
des obem Bogens ÄDS auf den untern .ÄRB fallen, folg- 
lich decken sich beide Tbeile, sind also gleich und jeder 
die* Hälfte des Ganzen. 
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Zweites Buch. 

Von den Winkeln. 

20. 

: Zrklftmng. Wenn von einem Puncte zwei grade Linien 
nach verschiedenen Richtungen ausgehen, so sagt man: sie 
seien gegen einander geneigt und bilden einen Winkel 
(Ecke) mit einander, und man versteht daher unter Winkel 
immer die Neigung zweier graden Linien gegen einander. 
Die beiden, einen Winkel bildenden Linien, wie B3, IBÜ, 
heissen die Schenkel und der Punct B, in welchem sie' 
cusammenstossen, der Scheitel des Winkels. 

^— — ^— -^"^ Einen Winkel nennt und be- 

zeichnet man, entweder bloss durch 
den am Scheitel stehenden Buch' 
Stäben, oder, wenn mehrere an 
einerlei ScheitelUegQu und dadurch 
Verwechselung entstehen könnte, 
durch einen in die Oeffiiung der 
Schenkel gesetzten Buchstaben^ 
oder auch noch, jedoch selten, durch drei Buchstaben, indem 
man den am Scheitel stehenden zwischen die an den Schen- 
keln stehenden schreibt, üeber jede dieser Bezeichnungen 
pflegt man (nach Camot) manchmal noch eine gebrochene 
Linie als Winkelzeichen zu legen. So bedeutet z. B. B, S, 
jSC, CSS. den Wmkel bei B, ebenso: n, KHL, LHE den 
Winkel, den die beiden Linien HK und HL bildoi. 

Die Grosse eines Winkels hängt allein von der Neigung 
(Oeffnnng) seiner Schenkel ab, die Länge der Schenkel ist 
gane gleichgültig. Denkt man den Wink^ e so auf B gelegt^ 
dass der S^eitel e auf J3, der Schenker«/ in die Richtung 
BC kommt, und es fallt dann der Schenkel ed auf BA^ so 
sind die Winkd B und i gleich gross, obgleich ihre Schenkel 
verschiedene Lange haben. 

Einen Winkel kann man sieb durch Bewegnng entstanden 
denken. Der Schenkel Bji z. B. habe anfangs auf dem Schenkel 
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BC gelegao, «ch dann am den Scheitel B gedreht, so ent- 
steht sogleich ein Winkel, der mit fortgesetzter Drehung 
immer grosser wird. 

21. 

An^be. An die Linie 
OH im Pmicte einen 
Winkel zu tragen, der 
einem gegebenen Winkel 
B gleich ist. 

Auflösung. Aus dem 
Scheitel B des gegebenen Winkels beschreibe man zwischen 
den Schenkelndesselben, mit einem beliebigen Radius BD 
einen Bogen DE^ und mit demselben Radius BD aus dem 
neuen Scheitel G einen Bogen JTL, denke die Sehne DE 
gezogen und beschreibe mit derselben als Radius aus K einen 
Bogen mn, der den Bogen KL in einem Puncte F schneidet, 
und ziehe dann nur die Linie GF^ so ist der Winkel Q 
= Winkel J3. Denn denkt man sich die Winkel gehörig auf 
einander gelegt, so fallen die mit demselben Radius BD be- 
schriebenen Bogen DE^ KC und ebenso die mit demselben 
Radius DE beschriebenen Bögen j?jr, mn und, wie leicht ein- 
zusehen (wenn man die Bögen zu ganzen Kreisen vollendet 
denkt), auch deren Durchschnittspuncte ^ und jP aufeinander; 
die Winkel decken sich also und sind folglich gleich, ^= J$I 

22. 

Erkiänmg. Zwei Winkel, welche 

einen Schenkel gemein haben und deren- 

beiden andern Schenkel eine grade 

Linie bilden, heissen Nebenwinkel. 

Von zwei Nebenwinkeln, a und hy 

kann man sieh den einen entstanden denken, indem man den 

Schenkel des andern r&ekwärts verlängert Anfinger müssen 

sidh den Begriff Nebenwinkel genau merken. Bei zwei' 

bloss an einander liegenden Winkeln, wie m und n in §• 2€i| 

die auch einen Schenkel ZTiT gemein haben, bilden die beiden 

äussern Schenkel HQ^ HL kdne grade Linie, wie es bei 

Nebenwinkeln sein ^luas. ' , 
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Sridimng. Wenn eine Linie AB gegen 
eine andere DC eine solche Lage hat, daes 
die Nebenwinkel einander gleich aind, 
(a = V)^ 80 sagt man, die Linien stehen 
perpendlkulär auf einander und nennt die 
Winkel, welche zwei solche Linien mit ein- 
ander machen, rechte Winkel. Mit andern Worten: ein 
rechter Winkel ist ein solcher, der seinem Nebenwinkel 
gleich ist, und zwei Linien, die einen rechten Winkel bil- 
den, stehen perpendlkulär auf einander. 

Es folgt aus diesem Begriff sogleich, dass in einem Punct 
B der Linie DCnur ein Perpendikel AB möglich ist, und 
dass daher alle rechte Winkel nothwendig gleich sind (siclr 
decken müssen). Der rechte Winkel wird oft mit dem Buch« 
ftaben 22 bezeichnet. Alle Winkel, kleiner als ein rechter, 
heissen spitz, und alle, welche grosser sind, stumpf. 

Zwei Linien, die einen spitzen oder stumpfen Winkte 
bilden, heissen schräg gegen einander. 

Statt perpendikulär sagt man oft auch: senkrecht, 
lothrecht, normal. *) 

Man breche ein Stück Papier und dann nochmals, so dass 
das emoEnde des ersten Bruches auf das andere fällt, so hat man 
einen rechten Winkel und zwei auf einander senkrechte Linien. 

24. 

Aui^be. Zu untersuchen, ob die 
Schenkel eines sogenannten Winkel- 
hakens (oder Dreiecks), dessen man 
sich bedient, um rechte Winkel zu 
zeichnen und Perpendikel zu ziehen, 
auch genau rechtwinklig auf einander stehen. 




*) Bin «liiiiget Wort, nnd «war schicklicher rechtwinklig oder nonnsl, 
wäre rar Bettiinmang dietee Begriffs ToUkommen genügend. Uebci^ 
flüssige und noch dasn unpassend gewälilte Konstwörter erschweren dms 
Studium einer Wissenschaft. Um die Begriffe nicht mit einander in Ter* 
wechseln, nennt man diejenige Blchtnng im Baum«, welche ein frel^ 
hängendes Loth oder Senkblei angiebt, nicht lolhreehl oder eenkreehl^ 
eeftdeiB Tertlcal. (f; 11, Anmerkung.) 
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AifUfnf. Man riehe eme grade Linie DHy lege an die» 
felbe den einen Schenkel BC des Winkelhakens und ziehe 
längs des andern Ä B eine grade Linie. Wäre mm dar Winkel 
ABC genau ein rechter, so müsste er seinem Nebeawinkrf 
ABB gleich sein; ob er dies ist würde sidi i^mch seigeD, 
indem man den Winkelhaken nur hineinpasslL 

25. 

Winkelmass. So wie man, um Linieii ' 
zu messen, verschiedene Langen-Mnheiten; 
(Fuss, Zoll, Linien) gebraucht, sq ist man' ' 
auch, um Winkel zu messen, über fol^, 
gende drei Winkel-Einheiten übereinge-, 
kommen. 

Man denkt sich den rechten Winkel" 
in 90 kleinere gleiche Winkel getheilt, ] 
welche man Grade (^) nennt. Sei ßSt? 
ein solcher, deren neunzig an einander liegend den rechtei^ 
Winkel -4BCgenau ausfüllen , nämlich J55C'= 1®, so ist dieser 
Winkel die grosste Winkel-Einheit. Diese denkt man ferner , 
in 60 gleiche (ihrer Kleinheit wegen aber auf dem Papiei' 
nicht darstellbare) Wuikel getheilt, welche man Minuten Q. 
nennt, so dass also 1 Grad = 60 Minuten, in Zeichen 1^3=60'. 
Den Winkel von einer Minute denkt man sich wiederum in 
60 gleiche Winkel getheilt, welche Secunden (") heissen, so 
dass also 1' = 60". Hiemach ist also der rechte Winkel nämlich : 
Ä = 90° = 5400' = 324000". 
Es genügt hier, sich diese weit gehende Theilmig dm 
rechten Winkels nur in Gedanken vorzustellen. Gehorigm 
Orts kann man sich üb^Tseugen, dass es einem geaclucüen 
Mechanikus mittelst einer Theilmaschine und einer künstlichen 
Vorrichtung (Mikrometer, Nonius) mögUch ist, diese feine 
Theilung zu bewirken und einen Winkelmesser herzustellen, 
mit dem man, bei gehöriger Handhabung desselben, die 
Winkel bis auf die Secunde genau messen kann. 

Gesetzt nun, es sei in dem Winkel H die erste Einheit, 
nämlich 1 Ghrad, 86 ganze mal, in dem überschüssigen Tbeil. 
die zweite Winkel-Einheit, nämlich 1 Minute, 40 ganse mal^ 
and in dem jetzt noch übrig bleibenden Theil des Winkels H 
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die dritte Einheit, nämlich eine Secunde, nodi( 20 nud entlkiä« 
ten, 80 betrüge die Grosse des Winkds JET, 86 Grad M Minaten^ 
und 20 Secunden, oder kürzer, in Zeichen: i^=: 86^ 40' W. 



WinkelmefMier. Der Kreis dient uns nicht allein als Hülfs^ 
linie, um Winkel zu zeichnen, sondern gehörig dazu einge- 
richtet, auch als Instrument, vermittelst dessen man einen 
Winkel messen und seine Grosse in Graden, Minuten imd 
Secunden angeben kann. 

Man denke sich den Durchmesser AB eines Kreises gezo- 
gen, wodurch derselbe halbirt ist (§. 19), Auf dem Durch- 
messer denke man sich im Mittelpunct C das Perpendikel DC 
errichtet, so theilt dieses den Halbkreis wieder in zwei gleiche 
Theile AD ss D3; denn denkt man sich die beiden rechten 
Winkel ACD und DGB zur Deckung gebracht, so miissen 
sich auch die Bogen AD und DB decken, weil ihre Puncte 
alle gleich weit vom Mittelpunct entfernt sind. Die Bogen 
AD und DB sind also gleich und jeder ein VierteUcreis 
(Quadrant). Denkt man sich nun jeden der beiden rechten 
Winkel in 90 gleiche Winkel (Winkelgrade) getheilt, so 
würden die Theilungslinien offenbar auch jeden der beiden 
Viertelkreise in 90, mithin den Halbkreis in 180 gleiche Bogen 
(Bogongrade) theilen (§. 18). Würde nun umgekehrt der 
Halbkreis erst in 180 gleiche Bögen getheilt (welches einem 
geschickten Mechanikus mittelst einer Theilmaschine desto 
leichter sein muss, je grosser der Halbkreis ist, weil dann die 
Theilpuncte weiter aus einander liegen und deutlicher hervor-^ 
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lretiii),iiiid dann Ton dieaen TheUpuncten nach dem Mittel^ 
ppncte C grade Lmien geaogeQf ao warea dadurch 180. aii,, 
einaAder Ue^gende gleiche Winkel-Grade versinnfichU , .^ 

In manchem Besteck findet sich ein solcher eingetheilteir 
messingner Halbkreis, oder vielmehr nur dessen ausge- 
schnittener Band, wo man sich dann die Theilstriche bis 
cum Mittelpunct verlängert denkt. Der Gebrauch eines 
solchen Winkelmessers ist nun einfach folgender: 

Um z. B. den Winkel ECB zu messen, lege man daa 
Instrument so: dass sein Mittelpunct auf den Scheitel Cund 
sein NuUpunct auf einen Schenkel CB des zu messenden 
WinJ^els fallt, alsdann sehe man zu, wie viele Grrade der 
andere Schenkel C!E abschneidet, indem man halbe bis viertd 
Grade nach dem Augenmass schätzt. Nach Andeutung der 
Figur wäre z. B, Winkel ECB = 43^ 50'. 

Anmerkung. Dieser eben beschriebene, etwa 3 bis 4 ZoU 
im Durchmesser haltende und nur bis auf Grade getheilte 
Winkelmesser wird nur gebraucht, um Winkel in Zeichnun* 
gen oder Rissen zu messen und aufzutragen und gewährt . 
für solche Zwecke eine hinreichende Genauigkeit. Die §. 2S 
erwähnten, besonders für die Geodäsie und Astronomie er- 
forderlichen feineren Winkelmesser sind ganze Kreise von 
10 Zoll bis 3 Fuss und darüber im Durchmesser mit einem 
um den Mittelpunct drehbaren Femrohr. Die Theilstriche 
sind hier so fein, dass man sie nur mit einem Vergrosserüngs- 
glase deutlich sehen und ablesen kann. Nach den hohen Preisen 
derselben, von 100 bis zu 3000 Thaler und darüber, kann 
man muthmassen, welche Geduld und Geschicklichkeit die 
Verfertigung solcher Instrumente erfordert. 

27. 

Angabe. Die Anzahl Grade und 

Minuten, welche ein beliebig gegebener 

Winkel (7 enthält, bloss mit Hülfe eines 

Zirkeb und wenigstens eben so genau 

zu bestimmen, als es mit den gewShn- 

lichen Winkelmessern möglich ist. 

Auflösung. Mit einem möglichst 

grossen Kadius CA beschreibe man zwischen den Schenkeln 

des gegebenen Winkels C einen Bogen AB^ den man zu einem 
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gtaiziik Sfeise ybUebdei. JSieratif unterg ache mm, irie oft 
der Bogen AB (indem man desräi Sehne ^[!fi in d«n Zä^kel 
nimmt) in der gpuazen Peripherie enthalten ist, und diTidire 
mit der geinndenen Zahl in 360^. Wäre z. B. AS 77« mal in 

der ganzen Peripherie enthalten, so wäre Ca=s ^ 48^. 

28. 

Lehrsatz. Zwei Nebenwinkel 
betragen zusammen zwei rechte 
Winkel. In Zeichen: 

a + * = 2 Ä = 180^ 

Beweis. Denkt man sich aus dem 
gemeinschaftlichen Scheitel B einen in 180° getbeilten Halb- 
kreis beschrieben, oder den Winkelmesser angelegt, so ist klar, 
dass die beiden Nebenwinkel a und b ihn ganz ausfüllen und 
dass der eine Nebenwinkel a gerade so viel über 90° hat, 
als dem andern b daran fehlen. Dasselbe folgt auch, wenn 
man in B ein Perpendikel auf DC errichtet denkt. 

Aufgabe. Es sei der Winkel b = 52° 87' 49". -Wie 
gross ist der Winkel a? 

Antwort Es ist a = 127° 22' 11". 

29. 

Lehrsatz. Alle Winkel, welche 
an einerlei Seite einer graden 
Linie liegen und einen Scheitel 
in derselben gemein haben, be- 
tragen zusammen zwei rechte 
Winkel. In Zachen: 
a + b + c=^2R=: 180°. 
Beweis. Man denke sich wieder im gemeinschaftlichen 
Scheitel B ein Perpendikel auf CE errichtet (oder den Wmkel- 
messer angelegt), so werden die entstehenden beiden rechten 
Winkel durch die andern ganz ausgefüllt; letztere haben also 
zusammen eben so Tiele Grade, als zwei rechte Winkel. 

Angabe 1. Es sei a = 50° 16' 20"; ?= 80° 10' 10^; 
wie gross ist Vf 
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AMlißhß %. Et «61 a » 72^ 50' 6''; ^ » 86« Sl' IS"; 
>iiie Tial mal ist a .grosser iUs ei 

Antwort I) T <= dQ^" 33' 30"; 2) 3Vo mai- 

30. 

Lehrsatz. Alle Winkel, welche 
rings um einen gemeinschaft- 
lichen Scheitelpunct liegen, 
betragen zusammen immer vier 
Rechte. In Zeichen: 

Beweis. Man denke sich charch 
den gemeinschaftlichen Scheitel eine grade Linie gezogen, so 
tietragen die Winkel an jeder Seite derselben 2 /2, mithin an 
beiden Seiten zusammen 4 R. Die Richtigkeit des Satzes ergiebt 
sieh auch, indem man denMittelpunct eines in 360^ getheilten 
Kreises auf den gemeinschaftlichen Scheitel gelegt denkt. 

Auf^be. Es sei a = 50^ 25' 2", b = 68^ 0' 12", 
= 29^ 40' 48", d = 120^ 57' 0", $ = 60^ 9' 54"; wie 
gross ist der Winkel /? 

Anti^ort Es ist/ = 30^ 47' 4". 

31. 

Lehrsatz. Wenn zwei grade 
Linien sich schneiden, so sind 
je zwei gegenüber liegende 
Winkel, welche man Scheitel- 
winkel nennt, einander gleich. 
In 2ieichen: a = 6 

tu = w*. 
Beweis. Die Winkel a und m sind zwei Nebenwinkel und 
betragen zusammen zwei Rechte (§. 28); eben so sind b und 
m zwei Nebenwinkel und betragen zusammen auch zwei 
rechte Winkel. Da es nun einerlei ist, ob man a oder b zu 
m legt, indem in beiden Fällen die Summe gleich zweien 
Rechten ist, so ist nothwendig auch a = 6. Eben so ist es 
einerlei, ob man m oder « zu a addirt, mithin auch der Winkel 
m seinem Scheitelwinkel n gleich. Wäre z. £. a = 60^^ so 
wäre jeder seiner Nebenwinkel rft und n, = 120^ und b = 60^. 
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Drittes Buch« 
Ton der Oleidihelt (Gongrnenz) dar Dreieeke. 

32. 

Nachdem wir im Vorhergehenden die nothigen Sätoe Qher 
die Bestandthefle gradlinigter Figuren voransgeschiokt, k5n- 
nen wirntm zu den aus diesen BestandtheQen, nämlich aus 
Linien und Winkeln, gebildeten und geschlossenen grad- 
limgten !Piguren, welche man im Allgemeinen Vielecke nennt, 
fortschreiten. 

Die Vielecke werden nach der Anzahl ihrer Ecken (Winkel) 
benannt und heissen: Dreieck, wenn es drei, Viereck, wenn 
es vier Ecken hat etc. Dass jedes Vieleck nothwendig eben 
so viel Seiten als Ecken hat, ist leicht einzusehen. Das 
Dreieck ist offenbar das einfS&chste unter allen Vielecken «nd 
Ton diesem müssen wir ausgehen. Das einfache Dreieck ist 
zugleich unter allen Vielecken die wichtigste Figur. Grund 
ist, weil alle Vielecke in Dreiecke zerlegt wmlen können. 
Deshalb muss man auch alle Lehrsätze über das Dreieck 
nicht allein gut vt^rstehen, sondern auch gut inne haben. 
Ueberhaupt hängt, wie man schon in den beiden vorher- 
gehenden Büchern gemerkt haben wird, die Leichtigkeit 
und Gewandtheit in den Anwendungen der Geometrie und 
rasches Fortschreiten in derselben von der leichten und 
sehneilen. Erinnerung ihrer Lehrsätze ab. 

88. 

SdcUrungm. Ein Dreieck wird oftmals nach den be- 
«cmdem Merkmalen benannt, welche es durch das Verhalt- 
und die Lage seiner Seiten ierhälL E« beisst nämlicfai 
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1) ungleichseitig, wenn alle drei Seiten nngleidi sind; 

2) gleichseitig, wenn alle Seiten gleich smd; 

8) gleichschenklig, wenn es nur zwei gleiche Seiten 
hat. Diese heissen dann die Schenkel und die dritte 
Seite Grundlinie; 

8) spitzwinklig, wenn alle drei Winkel spitz sind; 

5) stumpfwinklig, wenn es einen stumpfen Winkel hat; 

6) rechtwinklig, wenn es einen rechten Winkel hat Im 
rechtwinkligen Dreieck heissen die beiden rechtwinklig 
auf einander stehenden Seiten die Catheten (Senk- 
rechte) und die dem rechten Winkel gegenüber lie- 
gende Seite Hypotenuse (Schräge). 

Unter den sechs Bestandtheilen eines jeden Dreiecks (drei 
Seiten und drei Winkel) giebt es verschiedene, jedoch nicht 
beliebige drei Stücke, durch deren Grosse das ganze Dreieck,, 
also auch die übrigen drei Stücke vollkommen bestimmt sind. 
Diese drei Bestimmungsstücke, welche man sich ganz besonder» 
merken muss, werden nun die folgenden §§ kennen lehren» 

34. 



Lehrsatz. Zwei Dreiecke sind gleich (congruent) 
wenn sie zwei Seiten und den davon eingeschlos- 
senen Winkel wechselweise gleich haben« 

Beweis. Angenommen, es seien für die beiden Dr^ecke 
ABC und DEF die im Lehrsatz erwähnten drei gleichen* 
Stücke bezichlich folgende: Die Seite BC im ersten Dreiedc 
sei == der Seite EF im andern Dreieck, femer Seite 
AB =^ Seite DE und der von den beiden Seiten ABj BC 
eingeschlossene Winkel B gleich dem von den beiden Seiten 
DEj EF gebildeten Winkel E. 

Man denke sich nun das dne Drdeok DEF aus der 
Bildebene herausgenommen und übereinstimmend, nämlich so 
auf das andere Dreieck ABC gelegt, dass die gleich grosa 
vorausgesetzten Winkel B und E mit ihren ebenfalls gldieb 
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grcwB Toraasgesetzten Schenkeln sich decken, so dast «lio 
E mf By F «af C und D auf Ä fällt. Nothwendig mues 
dann auch (§. 8) dieSeUe DF die Seite AC^ Winkel D den 
Winkel A^ und Winkel F den Winkel C decken und folg- 
lich auch, wie der Lehnatz behauptet, A ^BC ^ A DSF 
eein. (§• 18.) Das Zeichen A heisst Dreieck und Qi be- 
deutet: deckend oder vollkommen gleich (§• 18). 

Anmerkung. In gleichen Dreiecken liegen gleiche Winkel 
gleichen Seiten und umgekehrt, gleiche Seiten gleichen Win- 
keln gegenüber. Hiemach findet man aus Dreiecken, die 
vollkommen gleich sind, auch leicht die beziehlich Reichen 
Stucke heraus. 

85. 



Auljpkbe. Bs sind zwei Seiten a und b eines Dreiecks 
und der davon eingeschlossene Winkel m gegeben. Es soll 
das dadurch bestimmte Dreieck construirt werden« 

Aufldsung. Man nehme eine der beiden gegebenen Seiten 
(a) in den Zirkel und stecke sie in J3C ab, trage an das 
eine Ende B dieser Linie den gegebenen Winkd m (§. 21), 
mache den andern Schenkel BA so lang, als die andere 
Linie b ist und ziehe dann die lanie AC^ so ist ABC das 
verlangte Dreieck. 

Anmerkung. Hätte man auch den gegebenen Winkel m 
statt in B, in C, oberhalb oder unterhalb BC angetragen, 
8o wurde man doch immer dasselbe Dreieck, nur in«nderer 
Lage erhalten haben. Anfänger werden wohl thun, diese 
beiden Constructionen noch zu machen. 

Statt also zu sagen: zwei (aUe) Dreiecke sind gleich (con- 
gruent), wenn sie zwei Seiten und den zwischen liegenden 
Wmksl gleich haben, hätte man audi sagen können: ein 
Dreieck ist bestimmt durch zwei Seit^ imd den zwischen 
liegenden Winkel. Die im Lehrsatz beibehaltene alte Bede- 
form ist aber fCb: den ersten Unterricht besser. 

Labi«n*i Elem«ntor-0«oiMtri«. 8 

Digitized by VjOOQIC 



-- 84 — 

8a 



Anfj^le. Durch Anwendung des Torhergehenden Lelu> 
fiatzes die Entfernung zweier Puncte A , B auf dem Felde 
zu beetimmen, wenn ein zwischen liegendes Hindemiss die 
unmittelbare Messung nicht erlaubt. 

Auflösung. Man bezeichne durch einen Messstab noch 
einen dritten Punct C, von dem man ungehindert mit der 
Kette nach A und B messen kann. Messe die Linien AC und 
5(7 und trage ihre Längen gradlinigt nach Ä und B[ fort, so 
dass il'C = AC und B'C^^BC wird; messe hie rauf nur die 
Linie ÄS^ so giebt diese die gesuchte Län ge vo n AB. Ware 
z. B Äß^ 1200 Fuss gemessen, so wäre auch AB — 1200 Fusa. 

Beweis. Die beiden Dreiecke Ä El C und ABC sind 
gleich, weil sie zufolge Construction zwei Seiten und den 
eingeschlossenen Winkel gleich haben, nämlich: ÄC^r^ AC^ 
BfC^B^BC (gleich gemacht) und m ^^m (als Scheitelwinkel, 
g. 81). Stellt man sich vor, das untere Dreieck drehe sich 
um den Punct C herum, bis Ä auf A fallt, so muss dann 
B' auf B^ mithin ÄB^ auf AB fallen. 

37. 

Lehriatz. Zwei Dreiecke sind gleich (congruent), 
wenn sie eine Seite und die beiden anliegenden 
Winkel beziehlich gleich haben. 
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In Zeichen: 

Sei so ist: 

BC = EP AB = DE 

S = £ ÄC = 15F A ABC ^ A DEF. 

e = ? 1 = Ö 



Beweis. Man denke sich das rine Dreieck DEF 00 auf 
das andere ^2}C gelegt, dass die als gleich vorausgesetzten 
Säten und Winkel sich decken, also erstlich £F auf 2717 fallt, 
alsdann muss, weil j^= £und P sz C^ der Punct D noth« 
wendig sowohl in die Richtung TTA^ als in die Richtung 
ZJÄ fallen. SoU aber ein Punct D (der keine Ausdehnung liat) 
in zwei verschiedene Richtungen IfÄj <CA zugleich * fallen, 
80 liegt er nothwendig in ihrem gemcinscha(\lichen Durch- 
ecbnittspunct A. Die Dreiecke decken sich also und ee 
ist, wie im Lehrsatz behauptet, A ABC ^ ^ DEF. 

88. 



Anfipibe. Es ist eine Seite a und die beiden anliegen* 
den Winkel m und n gegeben; es soll das durch diese drei 
Stücke bestimmte Dreieck construirt werden. 

Auf lÖBimg. Man stecke die Linie a in TW ab, trage daran 
in ^ den Winkel m, in C den Winkel n, und verlängere 
die Schenkel dieser angetragenen Winkel bis zu ihrem Durch« 
schnittspunct ^, so ist ABC das verlangte Dreieck. 

Anmerkong. Hätte man n bei J3 und m bei C oder beide 
Winkel unterhalb BC augetragen, so hätte man doch daa- 
selbe Dreieck, nur in anderer Lage, erhalten. 

8* 
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▲«%aIki. Mittelat des TorbergeliendenLehrsateie« di^ S»t^ 
fyrwmg sw«ier Poncte A waA B zu bestimmeii^ wem* wn 
dei; «im Pwct B «(uglogliob ist 

AirfUfOngf üaq B^eoke erst in C eiaen Meesrtab« der 
mit vi) 3 ift oin^lei Richtung ist; dano stecke mai» §mm 
Mes^lttah ip i>, meitse die limen BD, CD und trage ihre 
I4bgeii gradlipiglk nacb B' und C' tunaus, so dass B'D ^ BJD^ 
lind CD ^ CD wird. Jetzt gehe man ki der, duirch die bf^ 
zeichneten Puncte C", B* bestimmten Richtung rückwärts fort, 
bis man an einen Punct A' kjD^mt, der zugleich auch mit 
il, D in einerlei Richtung liegt, messe dann nur die Linie 
A'B'y so giebt diese die gestiebte Entfemunji von A bis B. 

Beweis. Um «u zeigen, dass zufolge dar Constmction 
nothwendig AB ^ A'B' sdm muss, bemerke num zuerst, dass 
A B'C'D ^ A BCD (§. 34) und data Ittenms die Gleichheit 
der Winkel p und p' folgt (§. 34, Anmerkung). Femer smd 
nun auch die Dreiecke ABD und A'B'D gleich, weil sie eine 
Seite und die beiden anliegenden Winkel beziehlicb ffleicb 
haben, nämlich: BD = B'D (gleich gemacht) n = n^ (als 
3Qheitelwinkel, §. 31) und ^ = ^ (als Nebenwinkel Yon^ 
und 1?'),; deiui wenn zwei Winkel p und p' gleich sind, so 
mu^en a;UQh ihre Nebenwinkel q und q' gleich sein (§. 28). 
Daher ^ ABD ^ /^ A'B'D (§.87) und hieraus: AB^A'B 
{^j, 84, Anmerkung). 
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40. 



Lthrsats. In j edem gleichtcbeo k-^ 
ligen Dreieck sind die Winkel 
an der Grundlinie gleich. 

In Zeichen: 

Wenn: so ist auch: 

Ajj = Ac s = a 

Bevefi» Man kann sich den Winkel BAC an der Spitse 
diurch die Linie AD halbirt denken^ so das» n sMnf; «IsdaMi 
würden aber die beiden Dreiecke ABD und ACD gleieli seii^ 
wegen £wei beziehlich gleicher Seiten und des zwischen lie» 
genden gleichen Winkels, nämlich: AB = ACy nach Voraus- 
setzung; n = ? = V2 BAC und AD = AD; folgUch (§. 84) 
A ABD ^ /^ACD und hieraus (§. 34, Anmerkung) S c±' C. 

ZniMttL Sind umgekehrt in räten Dreiecke iw^ Wifikel 
glisidhV S = Üj so sind nothwiffidig auch die ihtien g^eiddbir 
liegenden Seiten gleich, AB ^^ AC^ tsA das iDteieok bit «li 
gicichdchdikligcs. Denn dächte ttrikn lieh in der MIttt D ^ 
Perpendikel anf ^C errichtet, so müssen nach §. 37 zwei 
gleiche Dreiecke entstehen, mithin die beiden andern Selten 
ffies P«lrptodik<sl in einem gemeinschaftlichen Pnnct A sohnitf^ 
9Ml^ llbd fblgKeh AB ±s AC Sein. 



41. 
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Btweis. Man denke sich das eine Dreieck DBPm am- 
gekehrter Xiago so an das andere Dreieck ABC gelegt, dass 
Seite EP die als gleich vorausgesetzte Seite BC deckt. 
Denkt man sich nun die Linie AD gezogen, so ist das 
Dreieck ABD gleichschenklig, weil nach Voraussetzung 
AB sss DE und daher die Winkel an der Grundlinie AD 
einander gleich , nämlich n = n' (§. 40). Aus demselben 
Grunde ist auch das Dreieck ^ CD gleichschenklig und des- 
halb auch m = m'. Die Summe der beiden Winkel tn und 
fi ist also gleich der Summe der beiden andern Winkel m' 
nnd n', also ist auch BAG = SDP. Das Uebrige folg^ 
nun aus §.34, weil beide Dreiecke jetzt zwei Seiten und 
den eingeschlossenen Winkel beziehlich gleich haben. 



42. 

Angabe. Es sind alle 

drei Seiten a, 6, e eines 

Dreiecks gegeben, es solT 

das dadurch biestimmte Drei* 

eck gezeichnet werden. 

Attfltamg. Man stecke eine der gegebenen Seiten, z. B» 

ainjBCab, beschreibe aus dem einen Endpunct D mit der 

Seite c, als Radius, einen Bogen mn^ ebenso aus (7 mit d^ 

Seite 6, als Radius^ einen zweiten Bogen pq^ und ziehe von 

dem Durchschnittspunct A beider Bögen nach B und (7, so ist 

ABC das verlangte Dreieck. Vergleiche §. 35, Anmerkung. 

43. 

An^be. Eine Figur 
abzuzeichnen. 

Anfldsang. Man be- 
zeichne die Winkelpuncte 
nach einerlei Folge hemm 
mit Ziffern , theile die Figur durch Diagonalen (d. h. solche 
Linien, welche irgend zwei nicht auf einander folgende 
Puncte der Figur verbinden) in lauter Dreiecke und zeichne 
dann diese an einander hängenden Dreiecke ab; 
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Anmarkiuig. Die erwilmten Diagonalen brauchen mdil 
wirklich gesogen^ sondern nur gedacht zu werden. 

Genauer wird die Copie, wenn man mit einer und der- 
selben Grundlinie oder Diagonale alle übrigen Puncte des 
Originals zu Dreieckspuncten verbunden denkt. 

Sind krumme Linien abzuzeichnen, so kann man die 
Lage der wichtigsten Puncte, je mehr, je genauer, einzeln 
bestimmen und sie durch freie Handzeichnung Terbinden. 

Dieses Verfahren^ eine Figur abzuzeichnen, ist, obwohl 
theoretisch richtige' doch nur dann practisch brauchbar, wenn 
die Figur nur wenige und lauter grade Seiten hat. 

Ausser andern Methoden, welche in der Zeichnenkunst 
gelehrt werden, bedient man sich auch, um Charten und 
Plane abasuzeichnen, mit grossem Vortheil, eines unter dem 
Namen Pantograph bekannten, aber sehr theuem Instru- 
ments (lOOThlr.), welches nicht mit dem sogenannten Storch- 
schnabel zu verwechseln ist, obgleich er auf demselben Prin- 
eip beruht. (Vergleiche §.124, 3.) 
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Viertes BadL 
Ton den Porp endi kein. 

44. 

Lthnatei Dia von dar Spits* ai* 
nea gleiehsohenklig^an Draiecka 
nach der Mitte der Grandlinta 
gehende Linie steht sankracht 
auf der Grundlinie und halbirt 
den Winkel an der Spitsa. 
hk Zeichen: 

Wenn: so ist: 

AB^AC r=? = 90* 

und BM = MC n^nf. 

Bawaii. Die beiden Dreiecke ÄBM und ACM sind 
gleich, weil sie alle drei Seiten wechselweise gleich haben; 
denn die Seite ^if ist beiden gemein, und nach Voraussetasung 
ist AB=^ACmA BM=MC, daher (§.41) A ABM^ A ACM 
und hieraus (§. 34, Anmerkung) n = n' und r =a r^. 

Weil nun aber die beiden gleichen Winkel r und r^ zu- 
gleich auch Nebenwinkel sind, so ist jeder ein rechter Win- 
kel und folglich AM perpendikulär auf BC. (§. 23.) 



45. 

An^be. Auf einer Linie BH in einem bestimmten Punct 
D eine Senkrechte zu errichten.*) 



*) Wer den vorliergelieadea Lehrsati gat rentaaden und über die 
L6tang der hier gesteUten Au^Eabe, alt eine sehr einfiMlie Anwendiug' 
dee Lehraatieff, gehörig naeiigvdaehi liat, wird sie ohne Anleitang ; 
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äaUkmag. Man tolmtide tm 
1> aus erst rechts und Knks swsi 
gimdw SMdke ab, DC» Dti^. Be<> 
sdMneibe jetzt aus C und 6r mit 
einerlei Radios zwei sich schnei* 
dende Bog«A und yerbinde deren 
Durchschnittsponct A mit 2), so ist 
AD das verlangte PerpendUcsL 
Beweis. Denkt man noch AG und AC gebogen, so is^ 
ffrfblge ConsiTOotion, AOCmn gleidisehenkHges Dreieck und/) 
die Mit;te der Grundlinie, folglich (§.44) AD auf (?C7 senkreckt 
Sasaiti. Auf gleidbo Weise kann man auf dem Felde a«f 
emer ausgesteckten Linie BC in D eine Senkrechte errich- 
ten, indem man von D aus, zu beiden Seiten gleiche Stücke 
DC = DG abmisst^ in den Puncten C und G die Enden einer 
Schnur (Kette) befestigt und sie dann, in der Mitte A fassend, 
•Iraff anspannt, bis sie mit GC ein ^ei^schenkliges Dreieck 
bildet, dessen Spitze A dann noth wendig in der auf GC in 
2> SU errichtenden Senkrechten liegt. 

Lehrutti. Die Linie, welche 
durch die Spitzem zweier gleichh 
schenkliger Dreiecke von ge- 
meinschaftlicher Grund - Linie 
geht, halbirt 1) die Winkel an 
den Spitzen, 2) halbirt die Grund- 
Linie und steht 3) senkrecht auf 
derselben. 
In Zeichen: 
Wenn: so -ist: 

AB » AC 1) n « ^ « y, BaC 

DB =x DC 8) BE = EC 

3) 9 = P = 90^ 
Beweis. Die beiden Dreieake ABD und ACD mmi 
gleich, weil sie alle drei Seiten wechselweiae gleich haben, 
nämlich die Seite AD ist beiden gemein mid dam, zuMgn 
▼oranssetzung, AB ^ AC xüid DB r^ DC^ folgtioh (§. U) 
A ABD ^ A ACD und hieraus (§.84, AnineiiDung) n mt^. 
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JetEt ist es leieht'jso bewcitai, dass auch die Dreiecke ABB 
und ACE gleich sind; denn me haben zwm Seiten und den 
eingeschlossenen Winkel wechselweise gleich, nämlich: die 
Seite AJE ist beiden gemein; nadi Voraussetzung ist ABssAC 
und) wie eben bewiesen, ist nssfi^, daher (§. 84) ^ ABE ^ 
^.ACE^ und hieraus (nach §. 34, Anmerkung) BE = EC 
nnd r = f^. Weil aber die beiden Winkel r und r' zugleich 
auch Nebenwinkel sind , so ist jeder ein Rechter und folg- 
lich steht AD senkrecht auf BC. (§. 23.) 

Anmerkung« Satz und Beweis bleiben dieselben^ wena 
die beiden gleichschenkligen Dreiecke^ statt wie hicr^ an 
verschiedenen Seiten, über einerlei Seite der gemeinschaft- 
lichen Grundlinie liegen. 



47. 

Ao^be. Eine gegebene Linie BC wk 
halbiren (die Mitte zu bezeichnen). 

Auflösung. Man sehe zuvor §. 45, Bandr 
anmerkung — beschreibe über BC die Spitzen 
A und D zweier gleichschenkliger Dreiecke, 
so muss die Linie, welche A und D verbin- 
det, die gegebene Linie BC gerade in der 
Mitte M treffen. (§. 46.) 

Zusatz. Dieselbe Construction findetStatI, 
wenn auf einer Linie BC in der Mitte ein 
Perpendikel errichtet werden soll. 



48. 

Anfjpibe. Einen gegebenen M^nkel 
A zu halbiren. 

Auflösung. Siehe §• 45, Randanmer- 
kung. Vom Scheitel A aus schneide 
man auf beiden Schenkeln gleiche 



Stücke AB ^ AC ab. Aus B und C beschreibe uian mit 
einerlei Uadius zwei sich schn^^idende Bögen, ziehe von 
deren Durchschnitts^unct D nach A\ so. ist der Winkel ^^ 
halbirt, J$ZD =; CAD. Der Beweis ist ganz wie in §. 4^ 
indem man die Linien BD und CD gezogen denkt, ;^ 
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Durch fortgesetztes Halbiren kaim i|ian also aiicJi 
Willke^ in 4, 8, 16, 32... gleiche T^hcüe theUen.*) 

Znsats. Auf dieselbe Weise kann man mittelst der Mesa» 
kette (Schnur) einen Winkel auf dem F^de halbiren. 



49. 

Ao^ba. Von einem ausser* 
halb einer Linie GH gegebenjpa 
Punct A eme Senkrechte auf die- 
selbe zu fallen. 

Auflösung^. Mit einem Radius, 
der über die Linie GH hinaus- 
reicht, beschreibe man aus A 
einen Bogen, welcher die (nothi- 
genfalls verlängerte) Linie GH in zwei Puncten, B und C, 
schneidet. Aus diesen, von A gleich weit entfernten Puncten 
B und C beschreibe man dann mit einerlei Radius zwei sieb 
schneidende Bogen , und verbinde deren Durchschnittspunct 
D mit ^, so ist AE auf GH senkrecht. 

Beweis. Denkt man sich die Linien AB =, AC und 
DB = DC gezogen, so ist der Beweis wie in ^. 46. 

Zusatz L Um auf dem Felde von einem Punct ^^ aüt 
eine nicht zu weit davon entfernte Linie GH ein Perpendikel 
zu fallen, befestige man das eine Ende einer Schnur (Kette) 
m Ay ziehe sie straff an, so dass das andere Ende links 
-und rechts an die Linie GH reicht, und darin zwei von A 
gleich weit entfernte Puncte B und C bezeichnen kann, 
halbire darauf die Linie BC in E^ so liegt E in der ver- 
langten Senkrechten (§. 44). 

Zusatz 2. Zur Construirung der Perpendikel auf dem 
Felde bedient man sich bequemer eines sogenannten Winkel« 
kreuzes, bestehend aus zwei auf einen Stab ^tativ) befestigten 



*) Obgleich die Praxis aichti dadurch verliert, so ist et doch In rtia 
wiasenschaftHehcr Hinsieht sehr merkwürdig, dass die Losung der schoa 
for 2000 Jahren gestellten Aufgäbet einen Winkel in drei gleiche Theile 
,sa theilen, bis. Jetzt noch nicht gel|ingen, obgleich die Sache doch m(if> 
tich und die Regel riellcicht gana einikch ist 
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geg^n (rifiatnler si^flk«- 
rechten Lineatea*), m 

deren Enden, um 
scharfe Zielptincte zu 
bekommen, grade auf- 
stehende Stifte (Na- 
dehi) eingesteckt sein 

können. — Steckt man das Stativ dieses Kreuzes bei P in 
die Erde und richtet es durch Visiren so, dass die N»dehi 
1' und 1 mit dem in B oder A steheiKl^Q Messstab in sinetfei 
Richtung sind, und lässt nun in der Richtung, wddi# de 
Nadeln 2 und 2 angeben, einen Stab in C steekefi, «> kt 
die durch die beiden Puncte P, C bestimmte Linie ai^ AB 
perpendikulär. Um von C ein Perpendikel auf die Uaie 
AB zu fallen, trage man das Winkdkrens so weft ia der 
Linie Aß fort, bis der bezeichnete Punct C mit 2, 2, aber 
zugleich auch 1, 1 mit AB in einerlei Richtung ist, dauB 
ist der so gefundene Punct P der gesuchte. 

5a 

Lehnati. Von einejQ Puncte A ausserhalb einer 
Linie BC ist nur ein Perpendikel auf dieae Linie 
möglich« 

Bswsis. Sei AP auf BC perpen- 
dikulär. Om nun zu zeigen, dass jede 
andere von A an BC gehende Linie, 
wie AG^ schräg gegen BC sein muss, 
denke man sich ^Pum sich selbst nach 
jFverlängert, so dass jFP= J^Pwird, und 
verbinde i^ mit G, so sind die beiden bei 
P rechtwinkligen Dreiecke APO und 
FPG einander gleich, weil sie zwei 
Seiten und den eingeschlossenen Winkel 
gleich haben, nämlich: Seite P6 beiden gemein, i^P gleich 
AP gemacht und nach Vorauseetznag ist der eingesoUoesene 



*) lii der R«c^l besteht ein iold^re» WlnMkrcnn, ää§ iBten ileli» m 
0tv obim arq^effeben, leicit seiter T«ifcr(ig«n kaun, Ms «tuem miMM 
Körper mit swei auf einander sSOtYtoehtMi DurehsiöhtM (Diofrtertty. 
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Winkd Tj wiüan auch Mn Ntbenwinkel r' dn rediter; daher 
(g« 84) A ^^^ ^ Zi i^^F\? und hieraus n « ^. Ware nnn 
fi ein rechter Winkel, so wäre es anoh fi' imd & iMBiden 
linien AG, OF bildeten eine einzige grade Lfaue; das ist 
nun aber nicht möglich, weil durdi swsi Puactoy A und #*, 
nur eine einzige grade Linie AF möglich ist, folj^ioh ist 
AG schräge gegen BC. 

Zusatz 1. Da man sich in jedem Punot der Linie BC, 
also auch im Poncte G, ein Perpendikel auf BC errichtet 
denken und dieses, aus eben angeführten Gründen, links 
von GA fallen muss, so ist Winkel n nothwendig spitz. 

Zusatz 2. Wenn ein Dreieck einen rechten oder einen 
stumpfen Winkel hat« so muss jeder der beiden andern noth* 
wendig spitz sein. 

Zusatz 3. Unter Entfernung eines Punctes A von einer 
Linie BC versteht man allemal das von A an die (nothigen- 
falls Terlaagerte) Linie BC gehende Perpendikel. 

51. 

Lehrsatz. Das Perpendikel Ton 
einem Punct A an eine Linie BC 
ist kürzer^ als jede Schräge. 

Beweis. Sei AP senkrecht auf BC 
und AG eine Schräge, so ist zu zeigen, 
dass ^P kürzer ist, als ilG^. InZeichen: 
AP < AG. 

Man denke sich den Winkel GAP durch die Linie AH 
halbirt, so dass also Ti =^n^. Von dem Scheitel des rech- 
ten Winkels APG denke man sich noch ein Perpendikel 
PR auf AH gefällt und bis L verlängert. Dass der Fuss- 
punct R dieses letztem Perpendikels nothwendig zwischen 
A und K fallen muss, folgt aus dem vorhergehenden Satz, 
weil Winkel v stumpf ist. Die beiden bei R rechtwink 
ligen Dreiecke APR und ALR sind nach §. 37 gleich, und 
hieraus folgt: AL = AP^ mithin ist die Schräge AO mn 
ein Stück LG grosser als AR 
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Lehrtatx. In jedem Dreieck 
ist die Summe zweier Seiten 
grosser, als die dritte. 

Beweis. Sei BC die grosste Seite 
und darauf von der gegenüber liegen- 
denSpitze dasPerpendikeMPgefällt* 
Nach dem vorhergehenden Satze ist nun die gegen ÄP 
schräge Linie CA grosser, als die senkrechte CP. Aus dem- 
selben Grunde ist BA grosser als jBP, folglich: 

AB + AC > BP + PC oder Aß + AC > BC. 
Zusatz. Wenn in einem beliebigen Vieleck mit lauter 
ausgehenden Ecken ein anderes Vieleck mit ebenfalls aus- 
gehenden Ecken liegt, so ist der Umfang des äussern Viel- 
ecks allemal grösser, als der des innem. 

Es sei z.B. das äussere Viel- 
eck ein Dreieck ^ßC, das in- 
nere ein Viereck BDEC. Ver- 




längert man die Seiten des in- 
nern Vielecks nach F und ö, 
so ist, wie eben bewiesen: 

AB + AF > BD + PF 
DF 4- FG > DE + EG 
EG -f GC > EC. 

Liässt man auf beiden Seiten dieser Ungleichheiten Glei- 
ehes weg, so bleibt: 

AB + AF + FG + GC > BD + DE + EO 
d. i. AB + AC > BD + DE + EC. 

53. 

Aufgabe. Es sind vier Puncte, A 
B^ C^ D^ gegeben, man soUxlie Lage 
eines fünften Punctes, 0, so bestimmen, 
dass die Summe der von ihm nach Ay 
Bj {7,2) gehenden Linien ein Kleinstes 
(Minimum) werde. (Sollten z. B. von 
einem Puncte vier Rohren nach vier 
audemPuncteu gelegt werden, so würde 
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4m8 ^6 'Samme der yi^ Wege und ditiifaalb so^U cBe 
KpBi^ 3^ erstea Anlage, «b auch die der spätem Unte^- 
äaltfmg fipioglidist klein wird.) 

. ■ Mflö9img. Man ziehe die beiden sich kreuzenden Li- 
nien AC und BD^ so ist ihr Durohsohnittspmict 'der 
gesuchte. 

Beweis. Man kann leicht zeigen, dass die Somme der 
von jedem andern Punct, z. B. von Jf nach J, jB, C, 2) 
führenden vier Wege grosser ist, als die vier von aus- 
gehende, denn da (nach §. 52): 

AM + MC > AO + OC 
und BM + MD > BO + OD 
so ist auch: 

AM + MC + BM + MD > AO + OC + BO + OD. 

Aufgabe. In einer gegebenen Linie 

CD einen Punct so zu bestimmen, dass 

die Summe seiner Abstände von zwei 

beliebig gegebenen Puncten, A und R, 

ein Kleinstes werde. (Es sei z. B. 

CD eine Gas- oder Wasserröhre, aas 

welcher zwei nach A und B leitende 

Rohren ausmiinden sollen.) 

Anflösong. Man fälle von dem einen Puncte A ein Per- 

'pendikel AP auf CD und verlängere es um sich selbst bis 

J?, so dass AP = PB; ziehe nun HB^ so ist der Durch- 

schnittspunct der gesuchte. 

Beweis. Um zu zeigen, dass die Summe der von jedem 
Andern Punct, z. B. von AT nach A und B fuhrenden beiden 
Wege AM imd BM grosser ist, als die Summe der von 
ausgehenden AO und £0, verbinde man noch if mit ZT. — 
Zuerst sind nun die beiden bei P rechtwinkligen Dreiecke 
APO und HPO gleich, wegen zwei beziehlich gleicher Seiten 
and des eingeschlossenen rechten Winkels; denn Seite PO 
ist beiden gemein und, vermöge Construction, das Perpen- 
dikel AP gleich dem Perpendikel HP; hieraus (§. 84, An- 
öierkung) HO = AO. 
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Oraad» i$t tudi ^ APMQi £i MFM^ 
fblgüeliMdi iUrBr jlif; Die 8«mim der beiaeii erfüm 
Wege OA w^OBht Bko Auroh ifie grade lime BHj ttad 
die Summe der beiden andern Wege MA und MB imrA 
die gehrocheoe lonie BMH dargestellt, da nnn (§. 52) 
BM -}- MB> BH, M) ist auch: 

MA + MB > OA + OB. 

55- 

""^ Lehnati. In jedem Drei<-' 
eck liegt dem grossem Win- 
kel auch die grossere Seite 
gegenüber, und umgekehrt 
Beweis. Es sei der M^nkel 
S3C grosser als 5, so soll auch BD > 3C sein. 

Denkt man sich von dem grossem Winkel SAC einen 
Winkel ffAD = ^ abgeschnitten, so ist das Dreieck DABy 
wegen der beiden gleichen Winkel an der Ghrundlinie AB 
gleichiohenklig (§. 40) daher AD = BD. Da nun aber 
(§. 52) AD + DC > AC, so ist auch BD + DC > AC 
oder BC > AC. Der umgekehrte Satz: dass der grosse^» 
reu Sehe auch der grössere Winkel gegenüber li^, eirgtebt 
sieh von selber. * 

56. 



*) Angabe. Es sind zwei Seiten, a und 6, imd ei» 
Winkd m gegebeo. 

Man soU 1) ein Dreieck constmiren, weldies die drei 
Stücke so enthält, dass der Winkel m der grossem Seite k 
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Kegenfiber Hegt, und 2) ein andere« Dreieck xeiohnen, in 
welchem der Winkel m der kleinern Seite a gegenaber 

Auf löfung 1. Mache (Fig. l) BC = der klemem Seite a, 
trage hieran in B den Winkel* m, besdireibe aus C mit der 
grossem Seite einen Bogen, der den andern Schenkel des 
Winkels m in A schneidet, so ist ABC das, durch die ge- 
stellte Bedingung (der Winkel m soll der grossem Seite 
gegenüber liegen) völlig bestimmte und verlangte Dreieck. 

Auflösung 8. (Fig. 2.) Man nehme jetzt BC = der grossem 
Seite 6, trage wieder in B den Winkel m an und beschreibe 
aus C, mit der kleinem Seite a, einen Bogen, so muss 
dieser jetast (weQ a < b) den andern Schenkel des Winkels 
m zweimal in A und A' schneiden. Diese letztere Aufgabe 
fuhrt also auf zwei verschiedene Dreiecke, ABC und A'BC, 
welche b^de £e gegebenen Stücke in geforderter Ordnung 
enthalten. Wäre die kleinere Seite a kürzer als das von 
C an BA gehende Perpendikel, so gäbe es gar kein Dreieck» 
Wäre sie gleich diesem Perpendikel, so wäre das Dreieck 
wiederum bestimmt 

Znsats. Zu den drei Sätzen über die Bestimmungsstüc&e 
eines Dreiecks, §§. 34, 37 und 41, konnte man also noch 
einen vierten Satz hinzufügen, nämlich: ein Dreieck ist 
bestimmt: durch zwei Seiten und einen der gros- 
sem Seite gegenüber liegenden Winkel. 

Jedoch findet dieser Satz erst in der Trigonometrie piao- 
^tischen Nutzen. 
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Fünftes Buch. 

Von den Parallellinien. 



57. 

Erklämng. Wenn zwei Linien 
Fon einer dritten geschnitten wer- 
den, so entstehen acht Winkel, 
von welchen folgende wohl zu 
merken sind: 

1) Je zwei Winkel, welche, wie 
a und 6, oder d und « , innerhalb 
der beiden geschnittenen und an verschiedenen Seiten der 
achneidenden Linie liegen, heissen Wechselwinkel. 

2) Je zwei Winkel, welche aussen und innen an einerlei 
Seite der schneidenden Linie liegen, heissen gleichliegende 
(correspondirende) Winkel, solche sind b und e^ e und A, 
a und /, d und g. 

3) Zwei Winkel, welche innerhalb an einerlei Seite der 
Schneidenden liegen, wie b und d, oder e und a, heissen 
innere Winkel. 

58. 

Erklänmg. Zwei grade Linien, welche in einerlei Ebene 
liegen und nach keiner Seite hin zusammentreffen, wie weit 
man sie auch verlängert denken mag, heissen parallel 
(gleichlaufend). 



Digitized by VjOOQIC 



— 61 — 

59. 

Lehnats. Wenn swei Liaiea ««t 

einer dritten senkrecht stehen, 
so sind sie parallel. 

Bawds. Seien AP und BP auf GH 

•enkreoht. Weil nun nach §. 50 von 

einem und demselben Punct nicht swei 

Perpendikel auf einer Linie mogUcb sind, 

80 können auch nicht die Perpendikel 

AP nnd BP, weder oberhalb noch unterhalb der linie GH, 

in einem Punct zusammen treffen. Eis ist also (§. 58) 

AP II BP. (Das Zeichen jj heisst paralld.) 



60. 

Lehrsats. Wenn zwei Linien 
gegen eine dritte eine sol- 
che Lage haben, dass die 
Wechselwinkel gleich sind 
so sind die Linien parallel. 
In Zeichen: 
Wenn: so ist: 

a = ? AB II CD. 



Beweis. Man denke die Linie GH in M halbirt und von 
M auf CD das Perpendikel MP gefallt, so muss dieses, rück- 
wärts nach Q verlängert, nothwendig auch auf AB senkrechl 
stehen, denn die beiden Dreiecke MHP und MGQ sind gleich, 
weil sie eine Seite und die beiden anliegenden Winkel gleich 
haben. Es ist nämlich: MH = MG und a=i ^ nach Voraus- 
setzung, dann ffAf? = G^ (§. 31), mithin auch A MHP 
^ A MGQ (§. 37) und hieraus (§.* 34, Anmerkung) Q = fl 
Da nun., nach Construction, P ein rechter Winkel ist, ao 
ist auch Q ein rechter. Die beiden Linien AB, CD stehen 
fJso auf FQ senkrecht und sind folglich paralleL (§• 59.) 

Znsats. Wenn die Wechselwinkel a, b gleich sind, so 
sind es offenbar auch die gleichliegenden, und die inncm 
betragen dann zusammen zwei Rechte (§. 57). Statt also zu 

4* 
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•agen: zwei Limen sind parallel, wenn die Wechselwinkel 
gleich fliiid, kann man auch sagen: wenn die gleichli^enden 
Winkel gleich sind, oder die innem zwei Rechte betragen. 

61. 

Lehrsati. Wenn zwei 
Linien, AB, CD, gegen 
eine dritte, AH, eine 
solche Lage haben, 
dass die Wechsel- 
winkel nicht gleich 
sind, so müssen die 
Linien, hinreichend verlängert, einmal zusammen 
treffen und zwar nach der Seite hin, wo die beiden 
innern Winkel zusammen kleiner, als 2B sind. 

Erläntenmg. Der einfachem Zeichnung wegen, nehmen 
wir an, dass die Schneidende ATT auf AB in A senkrecht steht, 
oder durch D.rehung um den Punct C in diese Lage gebracht 
worden, und dass also ft'<90°. 

Denkt man sich nun von verschiedenen I^uncten, M, M'* • • 
der Linie CD, Perpendikel, MP, MT'. • • auf AC gefallt, so 
ist klar, dass die Fusspuncte P, P' • • • dieser Perpendikel immer 
naher an A rucken, je weiter man die Puncto M, M'* • • von 
C entfernt nimmt, und dass man von keinem der gefällten 
Perpendikel, z.B. von MT' behaupten kann, es sei das letzte, 
so dass über dasselbe hinaus keins mehr möglich sei; denn 
weil die Richtung der Linie CD unbegrenzt ist, so kann man, 
wo auch einletzterPunct,M',angenommen werden möge, die 
Linie CM' immer noch um ein beliebiges Stück, M'M", verlän- 
gert und von diesem Punct M" ein neues Perpendikel, M'T", 
auf AC gefällt denken. Da nun nach der Natur der graden 
Linien kein Theil dieses neuen Perpendikels M'T" mit einem 
Theil der Linie CD zusammen fallen kann (§. 8), mithin zwei 
Scheitelwinkel^ v, v', entstehen müssen, so liegt der Punct M" 
ausser der Linie P'Q' und zwar oberhalb, daher auch das von 
M" auf AC gefällte Perpendikel M'T" oberhalb FQ'. 

Um nun klar einzusehen, dass die Linien AB und CD 
sidi endlich einmal schneiden müssen, stelle man sich vor: 
die Senkrechte QP gleite rechtwinklig an AH hinauf, so muss 
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liit (UnreMlieiid v^MogBÜ) die Linie CD {e bepfttt i hin- 
ceieh^id Teriingeii^ von der ae «Iso auch nicht an einem 
vermeintlichen letzten Punöt abgleiten kann) immer und 
selbst noch über AB lunans schneiden, also auch in der 
Lage Yon AB. 

Zuiats. Sind swei Linien parallel, so sind nothwendig 
auch alle Wechselwinkel oder gleichliegenden Winkel gleich, 
welche sie mit irgend einer sie schneidenden Linie büden. 

62. 

Angabe. Durch einen gegebenen 
Punct, C, mit einer gegebenen Linie, 
AB, eine ParaUele zu ziehen. 

Anflösnng. Man ziehe von C nach 
einem beliebigen Punct, G, in AB die 
Linie CG und trage den bei G er^ 

haltenen Winkel m auf der andern Seite bei C an, so ist 

CH||AB. (§.60.) • 

Zusatz 1. Einfacher zieht man Parallelen mit Hülfe eines 

Lineals und eines Dreiecks. Man legt nämlich die eine Seite bu 

des Dreiecks an die Linie AB, und 

an die andere Seite be des Dreiecks 

ein Lineal, hk^ schiebt dann das 

Dreieck am festgehaltenen Lineal bis 

an den Puncto und zieht durch C 

eine Linie, welche, wegen Gleichheit 

der gleichliegenden Winkel, mit AB 

parallel ist. 

Zusatz 2. Auf dem Felde zieht 

man durch C eine Parallele mit AB, indeii man erst mit 

Hülfe des Winkelkreuzes von C ein Perpendikel auf AB und 

dann auf diesem Perpendikel in C wieder ein Perpendikel 

errichtet (§. 49, Zusatz 2), welches mit AB parallel ist. 



Lehrsatz. Zwei Parallellinien sind überall gleich 
weit von einander entfernt. 

Beweis. Unter Abstand zweier Parallellinien versteht 
man die zwischen beiden gezogoie Senkrechte. 
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Wir haben ab» sn beweitai) dnm 
m emerlei ist, an welcher 8tette man 
ne zieht. 

8tt denmach AB || CD und sowohl 
PQ als RS auf CD, abo auch auf 
AB senkrecht (§• 81, Zusats), so ist su zeigen, dass PQ 
»RS. 

Man denke noch die Diagonale PS gezogm, so sind die 
beiden bei Q und R rechtwinkligen Dreiecke PQS und PRS 
gleich, weil sie eine Seite und die beiden anliegenden Win- 
kel beziehlich gleich haben, nämlich: Seite PS beiden ge- 
mein, a = af (§.61, Zusatz) also auch t' = V. Daher 
(§. 37) APQS ^ aPRS und hieraus PQ = RS. 

Zusatz. Auch dieser Lehrsatz dient zum Ziehen paralleler 
Ldnien. Errichtet man auf dem Papier oder auf dem Felde 
auf CD zwei gleich lange Perpendikel, PQ, RS, so ist die 
durch die beiden Endpuncte P und R gehende Linie AB 
mit CD parallel. 

64. 

Lehrsatz. Sind die Schenkel 
zweier Winkel nach einerlei Seite 
hin beziehlich parallel, so sind 
die Winkel gleich. 

In Zeichen: 

Sdl: so ist: 

DB II AE 

BC II EF a=^c^. 

Beweis. Man denke sich EF nach G verlän^rt, so ist 
(^. 61, Zusatz) ti = ^ und a' s= 9^, folglich auch a a o^. 
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Sechstes Buch. 

Siimme der ümem und änssem Winkel einer 
gradlinigten Fignr. 



65. 

Lehrsati. In jedem Dreieck 
ist die Summe aller drei 
Winkel gleich zwei Rechten« 



a + i + c = 2R= 180°. 

Beweis. Man denke sich durch einen Winkelpunct, A, 
eine Linie, MN, parallel mit der gegenüber liegenden Seite 
BC gdegt, so ist (§. 61, Zusatz) c' = c und V z= b. Da 
nun &' + a + c' = 2R (§. 29), so ist auch a + b + c = 2.R 

Zusatz L Durch zwei Winkel dnes Dreiecks ist der 
dritte bestimmt Wäre z. B. a = 110% b = 40% so wäre 
e =t 180° — 150° = 30°. 

Zusatz 2. In einem gleichseitigen, also auch gleichwink* 
hgen Dreieck ist jeder Winkel -j^R = 60°. — In einem 
rechtwinkligen gleichschenkligen Dreieck ist jeder der bei- 
den spitzen Winkel = 4R = 45°. 

Zusatz 3. Wenn zwei Dreiecke zwei Winkel gleich haben, 
so ist aach der dritte Winkel des einen dem dritten Winkel 
des andern Dreiecks gleich. [Dass zwei verschiedene Dreiecke 
dennoch dieselben Winkel enthalten können, leuchte ein, wenn 
man innurhalb eines beliebigen Dreiecks mit den Seiten des- 
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0elbe& Parallelen sieht; man erhalt ein Ueineret DrdecE^ 
welches aber dieselben Winkel hat, wie das grosse. (§. 64.)] 
Zniats 4. Stehen zwei Linien auf den Schenkeln einet 
Winkels senkrecht, so schneiden sie sich unter demselben 
Winkel. 

66. 

Lehrsats. Der Aussenwinkel 
am Dreieck ist gleich der 
Summe der beiden innern 
gegenüber liegenden. 
In Zeichen: 

m =z a -i- b. 
Beweis. Unter Aussenwinkel, m, einer Figur ist der- 
jenige gemeint, den die Verlängerung einer Seite, BC, mit 
der daran stossenden AC bildet. Da nun nach dem vorher- 
gehenden Lehrsatz a und b mit e vereint zwei Rechte geben, 
und auch die beiden Nebenwinkel m und e zusammen zwei 
Rechte betragen, es folglich einerlei ist, ob man a + 6 
oder m zu c addirt, so ist auch m =i a -^^ b. Wäre z. B. 
« = 80% Ä = 60°, so wäre m = 140^ 

67. 

Lehrsatz. In jedem Vieleck beträgt 

die Summe aller innern Winkel so 

viel mal zwei Rechte, als die Figur 

Seiten hat, weniger vier Rechte. 

Beweis. Man denke sich von einem 

inuerhalb beliebig angenommenen Punct, o, nach allen Ecken 

Linien gezogen, so erhält man offenbar just so viele Dreiecke, 

als die Figur Seiten (Ecken) hat. Da nun die Summe der 

Winkel in jedem Dreiecke 2R beträgt (§.65), so enthalten alle 

Dreiecke zusammen so viel mal 2 R, als die Figur Seiten hat. 

Werden hievon die vier Rechten abgezogen, welche um den 

Punct liegen (§.30) und nicht mit zu den Winkeln der Figur 

gehören, so bleibt die im Lehrsatz angegebene Summe übrig. 

Es ist hiemach die Summe der innern Winkel in einem 

Viereck, = 4R. Sechseck, = 8R. 

Fünfeck, = 6R. Siebeneck, = 10 B. u.s.w« 
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Es ist ftlao nicht möglich, ein VieleclL zu zeichnen, in 
welchem die Summe der innern Winkel eine ungrade Anzahl 
rechte Winkel betrüge. 

Anmerkimg. Di^cr Satz iet gimz allgemein, er passt 
nämlich auch für Vielecke mit eingehenden Ecken, indem 
man ein solches in Yieleoke mit ausgehenden Ecken zer- 
legen kann, jedoch muss man dann den Begriff des Winkels 
(§. 20) weiter ausdehnen und noch sogenannte überstumpfe 
oder erhabene Winkel unterschäden, wo sich der eine S<Aen- 
kel um mehr als zwei Rechte gedreht hat. (Denkt man 
sich die überstumpfen Winkel um die Endpuncte der Schea- 
kd nach aussen gedreht, so erhält man für jeden uberstumpfen 
Winkel drei andere, deren Summe ihm gleich ist, und es 
findet dann derselbe Beweis Statt.) 

68. 

Lehrsatz. Die Summe aller Aus- 
senwinkel eines Vielecks beträgt 
immer vier rechte Winkel. 

Beweis. Jeder Aussenwinkel macht 
mit seinem innern Nebenwinkel 2R. 
Die Summe aller äussern und innern 
Winkel beträgt aJso grade so viel mal 
«rJti, als die Figur Seiten hat, und da die Summe der in- 
nern Winkel um 4R kleiner ist (§. 67), so muss die Summe 
der Aussenwinkel immer vier Rechte betragen. 

Man kann diesen Satz versinnlichen, indem man durch 
einen beliebigen Winkelpunct Parallelen mit allen Seiten 
des Vielecks gezogen denkt, wodurch dann alle Aussen- 
winkel um einen Punct zu liegen kommen. (§§. 64 und 30.) 
Anmerkuig. Auch dieser Satz ist ganz allgemein. Denn 
denkt man sich von einem Eckpuncte aus den Umfang des 
Vielecks ganz umgangen, so hat man sich um vier rechte 
Winkel gedreht, indem man bei eingehenden Winkeln die 
entgegengesetzten Drehungen als subtractiv betrachtet. 
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Siebentes Buch. 

Vom Kreise. 

69. 

Lehnats. Jede Sehne im Kreise 
ist kürzer, als der Durchmesser. 
(Siehe §. 17.) 

Beweis. Sei AB eine beliebige Sehne 

und AD ein Durchmesser, so ist zu zeigen, 

dass AB < AD. Denkt man sidi noch den 

Radius CB gezogen, so ist (§. 17, 3) AC + CB = AD und 

da nun AC + CB > AB (§. 52), so ist auch: AD > AR 

70. 

Lehrsatz. Die kürzeste Linie, 
welche von einem tunck, A, aus- 
serhalb oder von einem Punc, 
O, innerhalb eines Kreises an 
die Peripherie gezogen werden 
kann, ist diejenige, welche ver- 
längert durch den Mittelpunct geht. 

Beweis. Die Linien AG, OH gehen verlängert durch 

den Mittelpunct C. Man denke nun andere Linien, AB, 

OK, gezogen und B und K mit C verbunden, so ist (§. 52): 

AG + CG < CB + AB und OH+CO < CO + OK 

subtr. C G = CB subtr. CO = CO 

bleibt AG < AB bleibt OH < OK. 

7L 

Lehrsatz« Die vom Mittelpunct 
auf eine Sehne gefällte Senk- 
rechte halbirt die Sehne und den 
zugehörigen Bogen. 

Beweis. Sei CP senkrecht auf AB 
und bis G verlängert. Denkt man Aoch 
die Radien CA, CB gezogen, so ist, weil 
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nach Voraussetzung, 9=sP = 90?, andiLs=fi(§.40),nothwen- 
dig auch n=:zm (§.65, Zusatz 8). Daher A ACP ^ ^ BCP 
(§. 34 oder 37) und hieraus: AP = BP (§. 34, Anmerkung). 
Denkt man sich die Figur BCG um CG gedreht und auf 
ACG gelegt, so müsse n, w eil die Winkel n und m sich 
decken, auch die Bogen AG und BGsich decken, weil deren 
Puncte gleich weit vom Mittelpunct entfernt sind (§. 17), 
folglich ist auch AG = BG. 

Zusatz. Weil vom Mittelpunct C nur ein Perpendikel 
auf die Sehne AB möglich ist (§. 50) und dieses durch die 
Mitte geht, so ist auch klar, dass das auf der Mitte P 
einer Sehne AB errichtete Perpendikel nothwendig durch 
den Mittelpunctdes £j*eises gehen und auch den zugehö- 
rigen Bogen AGB halbiren muss 

72. 
Angabe. Durch drei ganz beliebig 
gegebene (jedoch nicht in grader Linie 
liegende) Puncte, A, B, 0, einen Kreis 
zu beschreiben. 

Auflösung. Man verbinde zwei und 
zwei Puncte, A, B und B, C,6o kann man 
die Linien AB und BC als Sehnen des za 
beschreibenden Kreises betrachten. Errichtet man also auf 
deren Mitten M und P Perpendikel (§. 47, Zusatz), so muss 
jedes derselben durch den gesuchten Mittelpunct gehen (§.71, 
Zusatz) und dieser also der Durchschnittspunct O sein. Dass 
die beiden Perpendikel sich nothwendig schneiden müssen, 
folgt daraus: weil sie auf einer gebrochenen Linie stehen, 
also nicht parallel sein können. 

Anmerkung. Wollte man zuvor die Möglichkeit der Auf- 
losung darthun imd zeigen, dass es immer einen Punct, 0,giebt, 
der von drei beliebigen, nur nicht in grader Linie liegenden 
Puncten, A, B, C, gleich weit entfernt ist, so müsste man die 
Hulfslinien OA, OB, OC ziehen. Aus den entstehenden, paar- 
weise gleichen, beiM und P rechtwinkligen Dreiecken, nämlich; 
A OMC ^ A 0MB und A OPB ^ A OPA (§. 34) folgt dann 
OA «s OB SS OC. Der mit O A beschriebene Kreis muss also 
avehduroh^bePunoleBmidGgeh^. Auchistleichteinzusehen, 
dass dwoh dr^ Puncte mir ein eiiiager Kreis mogUch ist. 
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' n. 

AnSgtthe L Den Sfittelpunct eines Kreises oder eines 
Kreisbogens zu finden. 

Anljpibe 2. Einen Kreisbogen zu halbiren. 

Anljptbe 3. Um ein Dreieck einen Kreis zu beschreiben, 
so dass die Seiten des Dreiecks Sehnen des Kreises werden. 

Auflösung 1. Man nehme in dem Bogen drei Puncte be- 
liebig an und verfahre wie im §. 72. 

Auflösung 2. Man halbire die zugehörige Sehne r§. 71, 
Zusatz). 

Auflösung 3. Man errichte auf den Afitten zweier Seiten 
Perpendikel, so ist der Durchschnittspunct derselben der 
gesuchte Mittelpunct. 

Man wird hier die merkwürdige Eigenschaft des Dreiecks 
bemerken, dass die auf den Mitten seiner Seiten errichteten 
drei Perpendikel sich in einem und demselben Punct, näm 
lieh im Mittelpunct des umgeschriebenen Kruses schneiden 
müssen. 

74. 

Lehrsatz. Eine Linie, TH, welche 
auf einem Radius, CA, im End- 
punct, A, senkrecht steht, hat nur 
diesen einen Punct A mit der Pe- 
ripherie gemein. 

Beweis. Um zu zeigen, dass jeder 
andere Punct, M, in der Linie TH, wie 
nahe er auch bei A liegen möge, dennoch 
ausserhalb des Kreises liegt, denke man vom Mittelpunct 
nach ihm die Linie CM gezogen, so entsteht ein bei A 
rechtwinkliges Dreieck CAJVl, in welchem CM eine Schräge 
und folglich grosser, als der Radius CA ist (§. 51). Der 
Punct M liegt also weiter, als A vom Mittelpunct entfernt, 
mithin ausserhalb des Kreises (§. 17). 

75. 

Erklärung. Eine grade Linie, welche nur einen Punot mit 
der Peripherie eines Kreises gemein hat, sonst aber ganz ausser- 
halb desselben liegt, heisst eine Tangente (Berührun^jslmieV 
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Um durch dnen in der Peripherie gegebenen Punct, A, eine 
Tangente an den Kreis zu ziehen, verbinde man A mit dem 
Mittelpmict C und errichte auf dieser Linie CA in A eine 
Senkrechte (§. 74). Es ist leicht einzusehen, dass durch einen 
Punct A nur eine einzige Tangente am Kreise möglich ist, 
d. h. jede andere durch A gehende Linie muss nothwendig in 
den Ejreis hinein treten und ihn schneiden. Denn dächte man 
sich auf diese zweite Linie von C eine Senkrechte, CP, gefallt, 
so müsste diese kürzer sein, als die Schräge CA, mithin der 
Fusspunct P der Senkrechten innerhalb des Kruses liegen«. 

. 76. . 

Angabe. Li ein gegebenes Drei-^ 
eck, ABC, einen Kreis zu beschreiben,, 
so dass der Kreis alle drei SeiteUi 
berührt , mithin die Seiten des Drd- 
ecks Tangenten des Kreises werden«. 
Auflösung. Man halbire zwei be- 
liebige Winkel, B und C (§. 48)^ 
falle vom Durchsdmittspunct O der Halbirungslinien auf eine 
der drei Seiten eine Senkrechte, OR, so ist OR der Radius 
und O der Mittelpunct des eingeschriebenen Kreises. 

Beweis« Es braucht nur gezeigt zu werden, dass alle drei 
von O auf die Seiten des Dreiecks gefällten Perpendikel, 
OR, OP, OQ, gleich sind. Zuvorderst sind nun die beiden 
bei R und P rechtwinkligen Dreiecke ORC und OPC gleich, 
weil sie eine Seite, OC, gemeinschaftlich und die beiden 
anliegenden Winkel gleich haben, denn nach Construction 
ist y^ = y, die Winkel bei R und P rechte, mithin auch 
(§. 65, Zus. 3) t>' = v; daher aORC ^ AOPC, hieraus; 
OR = OP. Eben so beweist man, dass AORB ^ AOQB,, 
und hieraus: OR = OQ. 

77. 

Angabe. Es sind drei gleiche Kreise, A, B, C, gegeben^ 
deren Mittelpuncte A, B, C nicht in grader Linie liegen. 
Einen vierten Kreis zu beschreiben, der alle drei berührt 

Auflösung. Man verbinde ihre Mittelpuncte, errichte auf 
die Mitten zw^er Verbindungslinien Perpendikel, welche sicK 
in dem gesuchten Mittelpunct schneiden (§. 70). 
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78. 

BrUinmg. Ein Winkel im Kreisei 
dessen Scheitel am Mittelpunct liegt, heisst 
Centriwinkel, zur Unterscheidung von 
einem solchen, dessen Scheitel in der 
Peripherie liegt und den man deshalb 
Peripheriewinkel nennt. — Von jedem 
dieser Winkel sagt man: er stehe auf 
dem Bogen, den seine Schenkel swisdien 
rieh fiusen. So steht z. B. der C^ntriwinkd C auf dem 
Bogen AB und der Peripheriewinkel D auf dem Bogen GH« 

79. 

Lehrsatz. Der Centriwinkel ist 
immer doppelt so gross, als ein auf 
demselben Bogen stehender Peri« 
pheri^winkel. *) 

Beweis. Wir müssen hier drei Fälle 
besonders betrachten. 

I. Fall. Wenn der Mittelpunct auf einem 
Schenkel des Peripheriewinkels liegt. In diesem Falle ist 
der Centriwinkel a Aussenwinkel an dem igleichschenkligen 
Dreieck CAD, mithin a = ^. (§§. 66, 40 und 17, 3.) 

2. FalL Wenn der Mittelpunct zwischen 
die Schenkel des Peripheriewinkels fällt. 
Man denke jetzt den Durchmesser DE ge- 
a^gen, so theilt dieser sowohl den Centri- 
winkel*, als den Peripherie winkel, jeden 
in zwei Theile und es ist nun, ganz wie 
im ersten Fall, der links liegende Theil 
des Centriwinkels doppelt so gross, als 
der links liegende Theil des Peripheriewinkels, nämlich: 
ACE = 2 . am;. Ebenso auf der andemSeitefiCB = 2 . ßDB, 
mithin ACE + £CB=2.ADE + 2. EDB oder ACB=2.ADB. 



'*') Um Raum zu sparen, Werden wir von Jetzt an, statt die Beweise 
wie bisher in Worten zn geben, oft nur die zur Führnng derselben n6- 
tbigen Sataee citfarem. Aach sollte der Anfänger tob um an Tecaocheoc 
Beweise und Anfiosnngea selber zn finden« 
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S. BUL Wenn deff.Mittel|piiiiot Miiaer* 
h$ik der Sdioikel des PeripheriewinlEttlii 
£egt. Man denke wieder den Durchmeesv 
DE gezogen, so ist am gleichachenkligeii 
Dreieck CAD der Winkel CDA ^ A 
(§. 40), der Auesenwinkel ACE = 2 • CDA 
oder a + bsiz2a + 2y , da nun aber (er- 
ster PaH) i = 2y, 8o bleibt offenbar, wenn man b gegen 
Sy weglägst, a 3= 2is. 

80. 

Lehrsatas. Peripheriewinkel auf 
einerlei Bogen sind gleich. 

Beweis. Dies folgt unmittelbar aas dem 
▼orbergehenden Lehrsatz, nach wdchern 
jeder auf dem Bogen AB stehende Peri* 
pheriewinkel D, D', D"« • • halb so gross 
ist, als der auf demselben Bogen stehende 
Centriwinkel ACB. 
Znsati. Weil ein Centriwinkel, ACB, just so viele Winkel- 
fraie kalt, als der Bogen AB, worauf er steht, Bogengrade, 
so ist klar, dass ein auf demselben Bogen stehender Peri- 
pheriewinkel, D, D'* • • just halb so viele Grade hält. Man 
pfl^t dies so auszudrücken: Ein Centriwinkel hat den 
l^anzen Bogen, ein Peripheriewinkel den halbep 
Bogen zu seinem Maasse, worauf er steht. Kämen 
2. B. von den 360 gleichen Bogen (Bogengrade), in welche 
man sich die ganze Peripherie getheilt denkt, 60 solcher 
Theile auf den Bogen AB , so wäre der Centriwinkel ACB 

60° 
Ä 60° und der Peripheriewinkel D = -g- == 80°. 

81. 

Lehnati. Jeder Winkel im Halbkreise ist ein 
:rechter Winkel. 

Beweis, unter Winkel im Halbkreise versteht man einen 
Peripheriewinkel, der auf dem Halbkreise odar Durchmesser 
«teht und hieraus folgt schon, w^ nach §. 80, Zusatz, der 
Peripheriewinkel ADB den halben Bogen AB zu seinem 

^^^ 180° 
Haasse hat, dass ADB = —^ := 90°. Um dies jedoch noch 



-Digitized by VjOOQIC 



— 64 — 

«if eine andere Weise sa wig/m^ ^roAinde 
man D mit dem MitteipimctQ 6aent8telieii> 
swei gleidisdienklige Dreiecke, CAD und 
CDB, daher A = i» mid fi =» m (§.40). Dm. 
nun (§. 66) der Aussenwinkel a am Drei«^ 

eck CDB doppelt so gross ab m, und der 

Aussenwinkel b am Dreieck CAD doppelt 
so gross als n, und a und 6, als Nebenwinkel, 2B be- 
tragen, so müssen m und n zusammen, d. L der Winkel- 
im Halbkreise, nämlich ADB, ein Rediter sein. 



82. 

Anljpibe. Anf einer Linie, AB, im« 
Endpuncte Aem Perpendikel zu errichten,, 
ohne die Linie erst zu Terlängem. 

Auflösung. Man nehme in AB einen» 
Punct, D, beliebig und beschreibe aus A 
und D mit einerlei Radius zwei Bogen,, 
die sich in C schneiden. Aus C beschreibe 



mit demselben Radius einen Bogen, welcher die von D durob 
C gezogene Linie in E schneidet und ziehe dann EA, wel* 
ches das verlangte Perpendikel ist. 

Beweis. Denkt man sich den aus C beschriebenen Bogen« 
zu einem ganzen Ej-eise vollendet, so ist, weil DB ein^ 
Durchmesser, EAD ein Winkel im Halbkreise, mithin eii^ 
rechter Winkel (§. 81). 



Auljpibe. Von einem ausser- 
halb eines Kreises, C, gegebe- 
nen Punct, T, eine Tangente aik> 
den Kreis zu ziehen. 
Auflösung. Ziehe CT und^ 
beschreibe über diese, als 
Durchmesser, einen zweiten* 
Kreis, der den gegebenen in. 
zwei Puncten, A und B, schneidet, ziehe AT und BT, so* 
hat man zwei Tangenten. 
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Beweis. Denkt man noch die Radien CA, CB gezogen, 
•o sind A und B Winkel im Halbkreise und folglich AT 
senkrecht auf CA (g§. 81, 74). 

84. 

Lehrsati. Ein Tangentenwinkel, 
d. i. ein Winkel, den eine Tangente, 
TB, und eine Sehne, AB,mit einander 
machen, hat die Hälfte desBogens 
AB zu seinem Maasse, den seine 
Schenkel zwischen sich fassen und 
ist also gleich einem Peripherie- 
winkel, der auf demselben Bogen AB steht. 

Beweis. Ist B der Beruhnmgspunct, so muss der von B 
gesrogene Durchmesser DB auf BT senkrecht stehen (§. 75), 
kdso a + n ==^ 90^ sein. Zieht man noch AD, S(x ist A = 90^ 
(§. 81), folglich auch m + n = 90° (§. 65). Da es nun einerlei 
ist, ob man a oder m zu n addirt, indem man jedesmal 90° 

erhält, so muss auch a? = m = -^ sein. (§. 80, Zusatz.) 

85. 

Aufgabe. Ueber eine als 
Sehne gegebene Linie, a, einen 
Kreis zu beschreiben, in wel- 
chem alle auf dieser Sehne oder 
ihrem Bogen stehenden Peri- 
pheriewinkel einem gegebenen 
Winkel, m, gleich sind. 

Auflösung. Stecke die ge- 
gebene Sehne a in AB ab, 
trage an das eine Ende dersel- 
ben den gegebenen Winkel m und betrachte den andern 
Schenkel AT als Tangente. Errichte nun auf AT in A und 
auf der Mitte von AB Perpendikel (§.82, 47, Zusatz und 45), 
so ist deren Durchschnittspunct C der gesuchte Mittelpunct 
und CA = CB der Radius (§. 71 , Zusatz und 75) und alle 
auf dem Bogen AB stehenden Peripheriewinkel sind dem 
Winkel m gleich (§. 84). 

LAbMü't Bl6B«Btar-OMa«trfs. 5 
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*) Ani^be. Es sind die 
Lagen dreier Puncto, A, B, C, 
oder was dasselbe ist, das 
Dreieck ABC und zwei Win- 
kel, a und bj gegeben. Rs 
soll die Lage eines vierten 
Punctes, D, so bestimmt wer- 
den, dass die von ihm nach 
A und B gehenden Linien 
den Winkel a und die nach 
B und C gehenden Linien den 
Winkel b büden. 
Auflösung. Man beschreibe, wie in Yorhergehender Auf* 
gäbe, über AB als Sehne einen Kreis, in welchem alle auf 
dieser Sehne stehenden Peripheriewinkel dem gegebenen 
Winkel a gleich sind, so muss der gesuchte Punct D noth- 
weiidig irgendwo in dieser Kreislinie liegen. Beschreibt man 
also auch über BC als Sehne einen Kreis, in welchem alle 
auf BC stehenden Peripheriewinkel dem Winkel b gleich 
sind, so muss der gesuchte Punct D auch in diesem Kreise 
hegen, und mithin (weil er in beiden Kreisen zugleich lie- 
gen muss) in ihrem Durchschnittspunct D« 

Anmerkung 1. Wären zufällig die Winkel A und C des 
gegebenen Dreiecks den gegebenen Winkeln b und a gleich, 
so fallen beide Kreise zusammen und die Lage des Punctes 
D ist dann nicht bestimmt. 

Dieses sogenannte Pothenot^sohe Problem ist sowohl für 
die niedere als höhere Geodäsie sehr wichtig. 

Anmerkung 2. Beschreibt man über AC als Sehne einen 
Bogen, in welchem alle Peripheriewinkel dem Winkel ADC 
= a -{- 6 gleich sind, so muss auch dieser Bogen durch den 
gesuchten Punct D gehen. Auch ist klar, dass die drei 
gegebenen Puncto, A, B, C, in grader Linie liegen können, 
so wie auch, dass der Punct D jenseits ÄC, innerhalb oder 
ausserhalb des Dreiecks ABC fallen kann. 
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87. 




LehnatL Zwei parallele Sehne» 
fassen gleiohe Bogen swisohen 
sich. 

In Zeichen; 

Wenn: so ist: 

AB II GH Aßt^ Bä. 

Beweis. Das vom Mittelpunct auf AB gefällte Perpen- 
dikel CP steht auch senkrecht auf GH (§. 61, Zusatz) und 
halbirt die Sehnen und ihre Bogen (§. 71). Es ist also 
AM = BS, und da auch 6A£ = HM, so ist auch, Glei- 
ches von Gleichem subtrahirt: AG = BH. Dies folgt auch, 
wenn man AH zieht, dann sind die Wechselwinkel gleich, 
and zu gleichen Peripheriewinkeln gehören gleiche Bögen. 

88. 

Lehrsatz. Ein Winkel, durch zwei 
Sehnen gebildet, hat die halbe 
Summe der beiden Bögen zu sei- 
nemMaasse, welche seine*) Schen- 
kel zwischen sich fassen. 
In Zeichen: ^ 

AB 4- CD 

x = — -2 

Beweis. Denkt man DG || CB gezogen, so ist ßssÄ 
(§. 61, Zusatz). Der Peripheriewinkel D hat nun aber den 
halben Bogen^ ÄB(j, d. i. die Hälfte von (AB + BG), also 
auch, weU CD = BG (§. 87), die Hälfte von (AB + CD) 
zu seinem Maasse. Dieser Satz ist besonders beim Ge- 
brauch der Winkelmesser wichtig. Kämen z. B. von der 
in 360 Bogengrade getheilten Peripherie 60° auf AB und 

40° auf CD, so wäre a = J = 50°. 




^ £c collte heisseni seine direeten and entgegengesetsteo. 

5* 
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Lehnati. Ein Winkel, durch swei 
. Sekanten (4. i den Kr#ie ##kiiei- 
dende Linien) gebildet, hat Üe 
halbe Differenz der beiden Bogen 
SQ seinem Maasse, welche sein^ 
Schenkel zwischen sich fassen. 
In Zeichen: 

y 2 — 

lkweis. Denkt man sich CG || DB gezogen, so ist 

Aß . . 

0«B jfy f(dg!lich jr ^^ ^; weil aber CD » OB (§. 87), folgw 

iMih AG=AB^-Q5=ffi-.CD,so istanchy^ ^""^^ -^ 

Kämen z. B. 124 Bogengrade auf iS nnd 40^ auf €&, 

124-40 .„o 
so wäre y = 5 — = 42^ 

90. 

Lehrsatz. In jedem Viereck, 
dessen Ecken in einem Kreise 
liegen, betragen je zwei gegen-> 
über liegende Winkel zusammen 
zwei Rechte. 

Ä: + C = 180^ 

ß + ß=180^ 

Beweis. Der Peripheriewinkel A hat die Hälfte des 

Bogens ßCD, und der gegenüber liegende Winkel C 

die Hälfte des Bogens ]5aB, also beide zusammen die 

Hälfte der ganzen Peripherie zu ihrem Maasse, daher 

i + e = ^ = 180^ Eben so ß + ß = 180^ 

Zusatz. Wenn in einem Viereck zwei gegenüber li^ende 
Winkel zusammen zwei Rechte betragen, so lässt sich um ein 
solches Viereck immer ein Ejreis beschreiben, sonst nicht 



Digitized by VjOOQIC 



Achtes Buch. 

Vom ParaUelogramin nnd Flächenniaasek 

91. 

Erklänmgen. Ein Viereck erhält nach dem Verhältniss und 
der Lage seiner Seiten folgende besondere Namen. Es heisrt: 

1) Parallelogramm, wenn je zwd gegenüber liegende 
Seiten parallel sind. 

2) Rechteck, wenn alle vier Winkel rechte sind. 

3) Quadrat, wenn alle Winkel rechte und alle Seiten 
gleich lang sind. 

4) Raute, wenn nur die Seiten gleich lang sind. 

5) Trapez, wenn nur zwei Seiten parallel sind. 

6) Viereck schlechtweg, wenn es keins der Yorher- 
gehenden ist. 



Lahrsats. In jedem Parallelogramm sind die 
gegenüber liegenden Seiten und Winkel einander 
gleich, und eine Diagonale theilt es in zwei gleiche 
Dreiecke. 

Beweis, Weil im Parallelo- 
gramm die gegenüber liegenden 
Seiten parallel sind, so sind erst- 
lich die Wechselwinkel gleich, 
a^ n^ b ^my §• 61, Zusatz* 
Die beiden Dreiecke ACD und 
ABD haben nun eine gemeinschaftliche Seite uad beide 
anliegenden Winkel gleich, daher AAQD Qi AABD 
(^. 37) und hieraus folgt AB ;» CD, AC ^ BD. 
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Zmati. Wenn umgekehrt in einem Viereck die gegen- 
über liegenden Seiten gleich sind, to sind sie nothwen^g 
auch parallel und das Viereck ist dann ein Parallelogramm; 
denn nachdem die Diagonale AD paeder gezogen, folgt 
nach §.41 die Gleichheit der Dreiecke und daraus die Gleich- 
heit der Wechselwinkel. Diesen Satz kann man zur Con- 
struirung eines Parallelogramms benutzen, von welchem 
zwei Seiten, AC, CD, und der eingeschlossene Winkel C 
gegeben sind. 

93. 

Lehrsati. Wenn in einem Vier- 
eck zwei Seiten parallel und 
gleich sind, so sind es die bei- 
den andern Seiten auch, und das 
Viereck ist dann ein Parallelo- 
gramm. 

Beweis. Sei AB gleich und para.- 
lel mit CD (AB JL CD). Ziehe eine 
.Diagonale, AD, so sind, weil AB || CD, die Wechselwinkel 
m imd n gleich. Da nun auch AB = CD, so sind die 
beiden Dreiecke ACD und ABD gleich (§. 34) und hieraus 
folgt AC JL BD. 

94. 

Lehrsatz. Die beiden Dia- 
gonalen eines Parallelo- 
gramms halbiren sich ge- 
genseitig. 

Beweis. Weü AB |1 CD, so 
ist (§. 61 , Zusatz) a = w, und 
b = n, und da auch AB = CD, so ist (§. 37) A MAß ^ A MCD 
und hieraus folgt: AM = MD und CM = MB. 

Angabe. Man zeige, dass die von den Ecken eines be- 
liebigen Dreiecks ABC auf die gegenüber liegenden Seiten 
gefällten drei Perpendikel sich in einem und demselben 
Puncte schneiden müssen. 

Anflfimmg. . Man ziehe durch die Ecken A, B, C Pa- 
rallekn xnit den gegenüber liegenden Seiten , so bilden diese 
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Dreieck DSF und der Beweit folgt mm kicfat 
: §. 61^ Zus., §. 93 und §.73, Aufg. 3. 

95. 



Arklftnuigen L Wenn man in einem Parallelogramm 
eine beliebige Seite, CD, als Grundlinie betrachtet, so heisst 
das von einem beliebigen Punct, M, der gegenüber li^en* 
den parallelen Seite auf die (nöthigenfaUs verlängerte) Grund- 
linie gefällte Perpendikel MP die Hohe des Parallelogramms. 
Nimmt man in einem Rechteck eine Seite zur Grundlinie, 
so ist die daran stossende die Höhe. 

In einem Quadrat sind Hohe und Grundlinie gleich. 

2. Eben so kann man in einem Dreieck eine beliebige 
Seite, BC, als Grundlinie betrachten und dann heisst das 
von der gegenüber liegenden Spitze auf die Grundlinie ge- 
fällte Perpendikel AP die Hohe des Dreiecks. Befindet sich 
an der Grundlinie ein stumpfer Winkel, so fällt das die 
Hohe angebende Perpendikel ausserhalb des Dreiecks auf 
die Verlängerung der Grundlinie. 

Nimmt man in einem rechtwinkligen Dreieck eine Ca- 
thete zur Grundlinie, so ist die andere Cathete die Hohe. 

3. Die Fläche, welche eine Figur einschliesst, heisst 
deren Inhalt, und die Summe aller, die Fläche begrenzen- 
den Linien der Umfang der Figur. 

4. Wenn zwei Figuren gleich grossen Inhalt haben (so 
dass z. B. auf beiden gleich viel wachsen konnte), so nennt 
man sie: inhaltsgleich oder gleich gross. Zwei f^guren 
(z. B. ein Dreieck und ein Parallelogramm) können inhalts- 
gleich oder gldch gross sein (=), obwohl sie «.*) Umfang 
und Form sehr verschieden sind. 

96. 

Lehrsatz. Ein Parallelogramm ist so gross, als 
ein Rechteck von gleicher Grundlinie und Höhe. 
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B«Vils. Smm die fihmnfi* 
Ikiieii (CD) und HAhm de« 
Rechtecks ABDC und des 

Parallelogramms EFDC 
gleidi, so muss, wemi man die 
Grundlinie dss letztem auf 
die des erstem gelegt denkt, 
die Seite EP auf die ver- 
längerte AB fallen. Nach Lage der Seiten können nun, 
wenn die gleichen Grundlinien sich decken, folgende drei 
F&Ue Statt finden, die wir besonders betrachten wollen. 

LFall. Wenn E auf B fällt. 
In diesem Falle erhält man 
drei an einander liegende gleiche 
Dreiecke (§§. 92 und 41) und 
es ist klar, dass das erste und 
zweite zusammen so gross sind, 
als das zweite und dritte zu- 
sammen, d. L Rechteck 
ABDC = Parallelogramm EFDC (§. 95, 4), 

2. PaJL Wenn E zwischen A 
und B fällt. 

Nun ist das Dreieck AEC ^ 
Dreieck BFD. Legen wir also zu 
beiden das dazwischen liegende 
Trapez, so ist wieder Rechteck 
ABDC = Parallelogramm EFDC. 

8. Fall. Wenn E auf 
die Verlängerung von AB 
fällt. Alsdann ist aEAC 
^ AFBD (§.37). Sub- 
trahirt man von diesei) 
beidengleichenDreieckeii 
das Dreieck EBG, so 
bleibt Trapez BGCA = 
Trapez EGDF (§. 95, 4). Addirt man zu beiden gleich 
grossen Trapezen das Dreieck GCD, so ist wiederum Recht- 
eck ABDC == Parallelogramm EFDC. 
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Amüi^ Fmtnihhgntame y^o glwJB^r OruiHUime und 
Hohe sind inhaltsgleich, weil jedes so gross ist als em 
Baohteok von gleiclLer Grundlinie und Höhe. 

97. 



Lahnats. Ein Dreieck ist halb so gross, als ein 
Bechteok von gleicher Grundlinie und Höhe. 

Beweis. Auf der Grundlinie BC des Dreiecks DBC denke 
man sich das Rechteck GACB von gleicher Höhe errichtet 
(§• 95, 2). Denkt man sich jetzt das Dreieck DBC zu einem 
Parallelogramm, DECB, ergänzt, so ist dieses Parallelogramm 
^ben 80 gross, als das Rechteck GACB (§. 96), folglich ist 
iHich die Hälfte des Parallelogramms, nämlich das Dreieck 
PBC gleich dem halben Rechteck GACB (§. 92). 

Zuiati. Dreiecke von einerlei Grundlinie und Höhe sind 
inhaltsgleich, weil jedes halb so gross ist, als das Rechteck 
▼<m derselben Grundlinie und Höhe. 

98. 

Flächeninhalt. Durch den vorhergehenden Lehrsatz sind 
wir nun in den Stand gesetzt, die Flächengrösse einer jeden 
gradlinigt begrenzten Figur auszumessen und durch Zahlen be- 
stimmt anzugeben. Da wir nämlich eine jede, in noch so belie- 
bigem Zickzack gradlinigt begrenzte Figur durch Diagonalen 
immer in ein Netz von Dreiecken zerlegen können, und jede^ 
Dreieck halb so gross ist, als ein Rechteck von derselben Grund- 
linie und Höhe, so kommt die so verwickelt scheinende Auf- 
gabe darauf zurück, nur Mittel imd Wege zu ersinnen: den 
Flächeninhalt eines Rechtecks durch Zahlen anzugeben.*) 



'^ Die alten Römer anter den Consuln Terstanden noch nioht, de« 
Flächeninhalt eines Dreiecks sa bestimmen. 
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Ah die bequemste Form der Fliehenei&beit se^.aieD 
•oglcich die quadratförmige. 

Quadratförmige Fläeheneinheiten giebt es in der Praxis 
Yon verschiedener Grosse und die alle nach der ihnen zum 
Grunde liegenden Längeneinheit, nur mit dem Beiwort: 
Quadrat benannt werden. Wäre z. B. (siehe folgende Kgur) 
die Linie a6=lFu8S, so wäre das darüber stehende Quadrat, 
d. h. die davon eingeschlossene Fläche ab€d = l Quadratfiiss. 
Wäre ab = 1 Zoll, so wäre die Fläche von a5cd=l Quadrat- 
zoll. Hiemach versteht man nun auch, was eine Quadrat- 
Ruthe, Quadrat-Elle, Quadrat-Meile etc. bedeutet. 

99. 

Lehrsatz. Der Inhalt einesRecht- 
ecks ist gleich demProduct aus 
Grundlinie und Höhe. 

Beweis. Sei, um ein bestimmtes 
Beispiel zu haben, die Flächeneinheit 
aicd=l Quadratfuss. Die Längenein 
heit a& == 1 Fuss sei sechsmal in der 
Grundlinie CD und siebenmal in der 
Hohe AC enthalten, so ist einleuchtend, 
dass, wie in der Zeichnung angedeutet, 
auf der Grundlinie gerade GQuadratfuss neben einander Platz 
finden, und dass 7 solche Reihen, von je 6 Quadratfiiss, das 
ganze Rechteck ausfüllen und folglich dessen Inhalt in 
Quadratfiiss ausgedruckt, 7 mal 6 QuadratAiss oder =42 Qua- 
dratfiiss ist, und so in jedem andern Fall. Wäre z. B. 
CD = H Fuss, AC = 10 Fuss, so wäre der Inhalt des Recht- 
ecks = 75 Quadratfiiss. Die Regel, um den Inhalt eines Recht- 
ecks zu finden, ist also diese: Man misst mit der, der Flächen- 
einheit zu Grunde liegenden Längeneinheit erst Grundlinie 
und Hohe des Rechtecks, multiplicirt dann beide (vorläufilg 
als unbenannt zu betrachtenden) Zahlen mit einander und legt 
dem Product die Benennung der Längeneinheit, jedoch mit dem 
Beiwort „Quadrat," bei. Wäre z. B. CD= 3Zoll, AC = 5Zoll, 
so wäre der Inhalt des Rechtecks = 15 Quadratzoll. 

Zusatz L Eben so findet man den Inhalt eines Parallelo- 
gramms, indem man die Grundlinie mit der Hohe multi- 
plicirt (§ 95, 1 und §. 96). 
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SSuati 2. DiTidirt man den Inhalt eines Rechtecks durch 
die Grundlinie oder Hohe, so giebt der Quotient die andere 
Ldnie. 

100. 

Die im yorigen Lehrsatz ausgesprochene Begel, nach 
welcher man Grundlinie und Höhe mit einander multipliciren 
muss, um den Inhalt eines Rechtecks zu finden, pflegt man 
kurz in Zeichen anzudeuten, indem man die beiden Linien 
als Factoren ansetzt und ihr Product (Flacheninhalt) mit F 
bezeichnet. Für das Rechteck ABCD (§. 99) wäre also 
dessen Inhalt: F = AC»CD. Gewohnlich bezeichnet man 
aber bequemer die Höhe durch h und die Grundlinie (Basis) 
durch 6, nämlich: F = hh. 

Es versteht sich bei dieser Formel aber von selbst, dass 
man die Lineargrössen b und h mit einer Längeneinheit aus- 
gemessen und als Zahlen denken muss, weil man keine Linien, 
als ausgedehnte Grössen, mit einander multipliciren kann. 

Auch ist klar, dass beide Factoren, b und A, einnamig und 
gleichnamig sein, und nöthigenfalls erst auf solche reducirt 
Werden müssen, bevor man sie mit einander multipliciren kann. 
In der Regel ist es am bequemsten, mehmamige Zahlen statt 
auf die niedere, auf die höhere zu reduciren. Hierbei wollen 
wir nur noch bemerken, dass im Duodecimal- System 
1 Fuss = 12 Zoll, 1 Zoll == 12 Lmien und folglich 1 Quadrat- 
fiiss = 144 Quadratzoll, 1 Quadratzoll = 144 Quadratlinien. 
Im Decimal-System dagegen ist 1 Fuss =10 Zoll, 1 Zoll 
SS 10 Linien, 1 Quadratiuss =100 Quadratzoll etc. 

101. 
Au^be. Folgende Rechtecke zu bereclmen ; h bedeutet 
Höhe, b Grundlinie, F Inhalt, □' Quadratfuss etc. Wo kein 
Decinudzeichen steht, ist immer Duodecimalmaass gemeint. 



Gcgeb 


en: 




Gesucht: 


1)*- ^', 


4= 6J'; 


P = 


241 □' = 240' ICSQ", 


2)*- y, 


4- 7«; 


F = 


HW = lO' 240" 


8) * - 104' 7", 


i-we"! 


F - 


94644Ja' =• 94640' 1140 


4) * - 26^, 


»-87,8'; 


F- 


979,020' 


6)F-230}a'. 


* = 13J'; 


b - 


16Ä' = 16' 9H" 


6)F- 4D', 


i = 10"; 


h - 


4|' - 4' 9}" 


7)F- 2850' 1860", 


6 = 18'9"i 


A - 


15 J' = 16» 8" 


«»-1,060', 


»-a7'5 


k - 


l',ßl • 
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lOS. 

Lehnats. Derlnhalt eines Drei- 
ecks ist gleich dem halben Pro- 
duct aus Grundlinie und Hohe. 

In Zeichen: 

F = iBC . AD, 
oder kürzer: 

Beweis. Dies folgt aus §. 97, wonach ein Dreieck just 
halb so gross ist, als ein Rechteck von derselben Grund- 
linie und Höhe. 

Um den Inhalt eines Dreiecks zu berechnen, kann man 
auch erst die Grundlinie oder die Hohe durch 2 diyidiren, 
also die halbe Grundlinie mit der Höhe oder die halbe Hohe 
mit der Grundlinie multipliciren. 

Umgekehrt findet man die Höhe eines Dreiecks, wenn 
man den Inhalt durch die halbe Grundlinie dividirt. Beispiele: 



Gegeben: 


Gesucht: 


1) 6 - 24' 8", h = 13' 9"; 


F - ledi^jQ' s. 1690' 84a" 


» F » lö^tü', 6 = 24' 8"; 


h = 124*' = 12' 6{r 


g)*= 1,2^, A« 9,3'; 


F = 5,68a' 


4) P = 12,86a', h « 6,3'; 


b = 4.08'- • • 



103. 

Lehrsatz. Der Inhalt eines 
Trapezes ist gleichdemPro« 
duct aus der Höhe und dar 
halben Summe seiner bei- 
den parallelen Seiten. 
In Zeichen: 

oder kürzer, indem man CD = a, AB = 6, GH = h setzt: 

Beweis. Durch eine Diagonale wird das Trapez in zwei 
Dreiecke getheilt, welche die parallelen Seiten CD = a und 
AB = b zu Grundlinien und die Höhe des Trapezes HG =s A, 
zur Höhe haben (§. 63). Die Flächensumme beider Dreieok« 
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pebt die Flieh« des ganzen Trspeses. Non ist die Flidie 
de« Dreieck« BCD =iaA and die des Dreiecks CABmm^bh, 

ndthin, die Summe beider P = -5- + -g- = "T «A. Wir« 

z. B. a =: 16' 4", b e= 10' 6" und h ^ 9^ 8", so wäre 
P s i.26* . 9|, d. i. F = 129i4a' = 1290' lOOD" 



V 



104. 

Um den Ffichemnhalt einer jeden andern gndWn%l<in 
Figur za bestimmen, zerlege man sie durch schicklidi g^ 
sogene Diagonalen in lauter Dreiecke, messe in jedem eins 
Grundlinie und die zugehörige Hohe, berechne den Idbalt 
eines jeden Dreiecks besonders, so giebt die Summe alkr < 
Inhalt der ganzen Figur. Um nicht mehr Linien zu i 
als nothig ist, kann man darauf achten, dass immer zwei 
Dreiecke eine gemeinschaftliche Grrundlinie haben. Oftmals 
lässt sich auch eine Figur oder Theile derselben in Parallelo* 
gramme, Rechtecke oder Trapeze zerlegen. 

Da im Quadrat Grundlinie und Hohe gleich sind, so 
findet man den Inhalt eines Quadrats, indem man eine 
Seite desselben mit sich selbst multiplicirt, und' umgekehrt 
findet man die Seite eines Quadrats, wenn man aus dem 
Inhalt desselben die Quadratwurzel zieht. Wäre z. B. in 
dem Quadrat ABGF (siehe folgende Figur) die Seite AB 
= 12', so wäre der Inhalt F = Ä'B.SS = U^Q'. Wäre 
umgekehrt der Inhalt = 141Q]' gegeben, so wäre eine Seite 
desselben = yU4 = 12'. 

Beispiele. Man suche die Seiten der Quadrate, deren 
Inhalt 1069290', 604D' UOD", SDV, IDS 0,60', 2,80'i 
0,9080'. 

Antwort Die Seiten sind 327', 24',596.., l',4U- -i 
nie.-, 0',77.., l',C7.., 0',953... 
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Feuntes Buch. 

Der Pythagor&isGhe Lelusatz. 

105. 

Lehrsatz. In jedem 
rechtwinkligen Dreieck 
ist das Quadrat der Hy- 
potenuse so gross, als 
dieQuadrate der beiden 
Catheten zusammen ge- 
nommen. 

In Zeichen:*) 

Beweis. Sei GAB ein 
bei A rechtwinkligesDreieck 
und über seinen drei Seiten 
Quadrate errichtet, so soll 
die Fläche des auf der Hy- 
potenuse BC stehenden Quadrats BCHJ allein so gross sein, 
als die Flächen der beiden auf den Catheten stehenden Qua- 
drate ABGF und ACDE zusammen genommen. 

Aus dem Scheitel A des rechten Winkels sei AL || CH 
gezogen, so ist dadurch das Quadrat der Hypotenuse in zwei 
Rechtecke CHLK und LKBJ getheilt, und ^ lässt sich nun 
zeigen, dass jedes der beiden Rechtecke seinem benachbarten 
Quadrate an Inhalt gleich ist. Zieht man nämlich noch 
die Hülfslinien A J und CG, so haben die beiden Dreiecke ABJ 
und CBGzwei Seiten und den eingeschlossenen Winkel gleich, 
nämlich : JB = CB, AB=GB und ÄBJ=CBG= (ABC+SO^), 
daher: A ABJ ^ A CBG (§• 34). (Man denke sich das Dreieck 
CBG um den Punct B gedreht, so fällt der Punct C auf J und 
G auf A). Das Dreieck ABJ hat nun mit dem Rechteck LKBJ 
einerlei Grundlinie, BJ, und gleiche Höhe, KB, eben so haben 
das Dreieck CBG und das Quadrat ABGF einerlei Grund- 



♦) BC» bedeuier f- '^el tXs WiW,, oder das über die Linie BC 
eonstruivte Quadrat. 
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iima, B&^ mid gltfdM Höhe, AB^ dabten (§i 97> /Si ABJ^ 
iReoirteGkKBJL,iiiid ACBGrslQoadni^ABGF. Danim 
die beiden Dreieeke ABJ und CBG gMch gross sind, so ist 
auok: i Bechieck KBJL , ==: 4 Quadrat ABQF, also auch das. 
ganze Rechteck ElBJL so gross ) als das Quadrat ABGF. 
Eben so zeigt man an der andern Seite *)<, indem man die 
Hulfidinien AH und BD zieht, dass auch das ReditedLCHLE 
dem Quadrat ACDE an Fläche gleich ist, und folglich auch 
beide Rechtecke zusia.mmen, d. i. das Quadrat der Hypotenuse, so 
gross ist, als die Summe der Quadrate der beiden Catheten.**) 
Zusatz. Das Quadrat der einen Cathete ist so gross, als 
das Quadrat der Hypotenuse weniger dem Quadrat der an- 
dern Cathete. 

Angabe. Ein Quadrat zu zeichnen, welches 1) so gross 
ist, als die Summe zweier gegebenen Quadrate, 2) welches so 
gross ist, als die Differenz derselben, und 3) welches 2, 3, 4* • 
mal so gross ist, als ein gegebenes Quadrat. 

Auf Iftsnng. Siehe §. 45 , Randanmerkung. 

107. 

Dieselbe merkwürdige Beziehung, 
welche unter den Flächen der, auf den 
Seiten eines reohtwinkligenDreiecks 
stehenden Quadrate Statt findet, muss 
offenbar auch unter den Quadratzahlen 
dieser Seiten Statt finden, d. h. wenn 
man die Seiten eines rechtwinkligen 
Dreiecks mit einerlei Längeneinheit ausmisst, so muss das 
Quadrat von der Zahl, welche die Länge der Hypotenuse angiebt, 

*) Der Anfanger möge sich die Figur grosser zeichnen. 
**) Obgleich man eigentlich von keinem Lehrsatz sagen kann, er 
sei der wichtigste in der Geometrie, indem alle, als Glieder einer Kette, 
gleich nothwendig sind, so dienen doch einige Sätze nur zur Begründung 
anderer, von denen mehrere practische Anwendungen gemacht werden 
können, und in dieser Hinsicht kann man sagen, dass obiger, nach seinem 
Entdecker Pythagoras benannte Satz, der fruchtbarste und wichtigste in 
der ganzen Geometrie ist. Wir haben deshalb auch, dem Pythagoras zu 
Ehren, diesem Satze ein eigenes Buch gewidmet, unter andern Umstänrfen 
würden wir ihm einen Tempel gebaut haben. 
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so gfMi tem^ ali die Qnadnie dar bddcü ZM&n^ weloho dam 
Lingen der Cathsten aoidr&oken, toMummea genoauBts, sa 
das« mMi altO) Tennoge dieses Satses, aas swei in Zikißtk 
gegebenen Seiten eiües rechtwinkligen Dreieoks die da* 
dnroh bestimmte dritte Seite immer beredmen kann. 

Ware z. E. in dem bei A rechtwinkligen Dreieck ABC 
£e eine Cathete Aü = 4, die andere AB 8= 8, so wäre das 
Quadrat der Hypotenuse = 16 + 9 sr 25, folglich die Hy-^ 
potennse BC s V2ö = 5. Bedeutet a die Lange der Hy- 
potenuse, b und e die der Catheten, so ist allgemein: 
a« = 6« + «• 

Man findet also die Hypotenuse, wenn man beide Ca- 
theten quadrirt (jede mit sich selbst multiplicirt) und aus- 
der Summe beider Quadrate die Quadratwurzel zieht. Um 
eine Cathete zu finden, muss man das Quadrat der andeni> 
Cathete Tom Quadrat der Hypotenuse abziehen und aus> 
dem Beste die Quadratwurzel ziehen (§. 105, Zusatz). 

Baiapitlt: 1) Gegeben: beide Catheten eine« reebtwinkligen Dreieeki,. 

6 = 16', c = 21'. Gesncbt: die HypotennBe a? 

2) Gegeben: die Hypotenuse a=84', dieCatbete 6=16'. Getnebt. e^ 
8) Gegeben: swei Seiten eines Reebtecks, h = 18' 8^ 6 = 24' 9'^ 

Oeindit: die Diagonale d? 

4) Gegeben: die Seite eines gleichseitigen Dreiecks, 6=80'. Gesncbt: 
«e H5be A? 

5) In den Endpnncten einer graden Linie BC =: 100', sind die beiden- 
F«rpendikel AB = 60' nnd DC=90' erricbtet Wie weit sind die beiden. 
Badponote A nnd D von einander entfernt? 

6) Sine Stange, 6c, bescbreibt nm c 
einen Kreis nnd bebt dabei eine andere 
Stange, gh^ indem sie dieselbe, nnter einem 
rechtwinklig daran befindlichen Arm, greift. 
Die Stange gh ist genöthigt, sich zwi- 
schen Leisten nach ihrer Längenrichtung 
sn bewegen. Auf welche Höhe (A) wird 
dieselbe gehoben, wenn 6c = 2' 2" nnd 
ab = 4" ist? 

Antwort: 1) a = 26,4...; 2)c = 80'; 8)<f=28,27...; 4)A = 8&,gB..t: 
5) AD = 1044-.; 6) A = 18",9... 
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Zehntes Buch. 

Von den ProportionaUiniefl. 

108« 

Lahnati. Wenn man 
auf dem einenSchen- 
kel eines Winkels 
gleiche Stücke ab- 
steckt und durch die 
Theilpuncte Paral- 
lelen an den andern Schenkel zieht, so schneiden 
diese auch auf dem andern Schenkel gleiche Stücke 
ab. In Zeichen: 

Wenn: so ist: 

AB .= BC = CD = . . . 
und BG II CH II DJ II • - - AG = GH = HJ =: . . . 
Beweis. Man denke sich BE, CL parallel mit AJ gp» 
zogen, so sind die entstehenden Dreiecke gleich, weil sie 
eine Seite und die beiden anliegenden Winkel beziehüdi 
gleich haben, nämlich: 

AB = BC = CD, n. V. folglich ist auch (§. 87): 
BaG = CbK = I5CL A ABG^ ABCK ^ aCDL 
ÄBG = :ßCK = CDL und hieraus: 

(§. 61, Zusatz, oder §. 64.) AG = BK = CK 

Nun ist aber (§. 92): BE = GH undCL ^ HJ, mithm 
ist auch: AG = GH = HJ. 

109. 

Angabe. EinegegebeneLime,AB^ 

Iin eine bestimmte Anzahl gleicher 
Theile zu theilen, s. B. in fünf. 
Auf lösimg. Man ziehe aus A eine 
Linie , AC , stecke auf dieser yon 
A aus fünf gleiche Theile ab, ziehe 
von dem letzten Theilpunct 5 nach B und dann durch 4, 
8, 2, 1 die mit 5B parallelen Linien, so ist dadurch AB 
in fünf gleiche Theile getheilt (§. 108). 

Lubaen't Blem«DUr • G«om«tri«. 6 
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VeijUngter Maatsstab. Zur EintheiluAg einer graden Lmie 
kann man sich auch dines Sogenannten rerjüngten Maassstabes 
bedienen. Ein solcher, besonders bei Entwerfiing von Zeich- 
nungen, Charten etc. unentbehrlicher Maässstab, lasst sich 
folgendermassen leicht anfertigten. 



Man tragt nämlich eine beliebige Lineareinheit, ah, von 
nach 10, zehnmal ab, dann diese zehn Theile beliebig oft 
von bis 10, von 10 bis 20 etc., zieht durch* den Endpimct 
ein Perpendikel, nur nach Augenmaass, steckt auf diesem 
wieder zehn gleiche Stiicke ab , zieht durch die Theilpuncte 
die zehn Parallelen mit 10,10, so wie auch die zehn mit 9,10 
parallelen Querlinien, so ist der Maassstab fertig. 

Bedeutet nun in dem Dreieck oab die Linie ab die Ein- 
heit ^ 1 Fuss z. B., so ist, wie folgendes grösser gezeichnete 
Prqeck es deutlicher zeigt, die neunte, damit Parallele de = 
^'=0',!^ die achte Parallele /5r= ^ =?0',2 etc. Denn erstlich 
sind, wcU od » df=ifh etc., die Linien o«, eg^ gk" * gleich 
(§. 108). Denkt man noch mit oa die 
Parallelen es^ gt»" gezogen, so sind 
die entstehenden Dreiecke oed^ egs etc. 
gleich (§. 37 und §. 108), folgUch: 
ßd=^g8=:^kt=^' • • 'Ds,mmed=8fy gf'=ih 
, etc. (§. 92) , so ist offenbar gf zweimal, 
hh dreimal u. s. f. ha zehnmal so grois, 
als ed, folglich: wenn ab ein Fuss be- 
deutet, so ist ed = 0',1, gf =i^^ etc. 
J>or Gebraujdi dieses zehntheiligen Maassstabes ist nun leicht 
einzusaheJQu Wollte man z. B. eine Länge von 8 Fuss 7 Zoll 
tt 8^,7 in den Zirkel fassen, so setzt man den einen Zirkelfuss 
auf die siebente Parallele in « und Sffiiet den Zirkel so 
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weit , bis der andere Fase alif . derselben Parallele die achte 
QuerHnie erreicht, so hat man die Linie vm s= 8',? im Zirkel 
(weil uz SS 8' und uv s= (K,?). Die unten stehenden Zahlen 
der Querlinien geben nämlich die ganzen Einheiten und die 
an den Parallelen stehenden Zahlen die Zehntel an. 



111. 

Lehrsats. Parallelen zwi- 
schen den Schenkeln ei- 
nes Winkels schneiden auf 
denselben proportionirte 
Stücke ab.*) 

In Zeichen: 
Wenn: so ist: 

BG II CH AB : BC a AG : GH, 

d. h. AB y erhält sich eben so zu BC, wie AG zu GH; 
mit andern Worten: AB ist so oft in BC enthalten, als 
AG in Ga 

Beweis. Sei, um ein bestimmtes Beispiel zu haben, AB 
in BC gerade dreimal enthalten. Denkt man sich dann BC 
in drei gleiche Theile getheilt und durch die Theilpuncte 
Parallelen zu BG gezogen, so ist, weil AC in vier gleiche 
Theile getheilt, auch AH in vier gleiche Theile getheilt (§. 108), 
mithin auch AG in GH gerade dreimal enthalten. — Wäre AB 
nicht ganze Male in BC enthalten, wäre z. B. AB = 7 und 
BC gleich 24, also BC nun 3f mal so gross, als AB, so 
kann man sich AB in 7 gleiche Theile und BC in 24 solcher 
gleichen Theile getheilt, durch die Theilpuncte wieder Paral- 
lelen mit GH gezogen denken, so ist dadurch auch AG in 
7 und GH in 24 unter sich gleiche Theile getheilt, mithin 
auch GH dann 3f mal so gross, als AG. 

Beispiel Es sei AB = 2' 3", BC « 5' r, AG « 8' V. 
Wie gross ist GH? 

Antwort Es ist GH » 9' T'. 



*) Die Lehre Ton den Proportionen gehört in die Arithmetik nnd AI- 
febra und mnM hier «li belcannt Torsoigesetst werden. S. Algebra K 88SL 

6* 
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Anlisab«. Za drei gegeoenen 
Linien, a, &, e, die vierte Pro- 
portionale a durch ConstructioD 
zu suchen, so dass a : ft = c : «• 
Auflösang. Man zeichne einen 
beliebigen Winkel, A, stecke 
auf dem einen Schenkel AB 
s a, BC = b und auf dem andern Schenkel AG = c, ab^ 
ziehe BG und dann CH || BG, so ist GH die gesuchte Linie «» 

118. ' 

Aufgabe. Eine gegebene 

Linie, AB, so einzutheilen, dass 

sich die Theile wie gegebene 

Linien, a, 5, c«*-, verhalten» 

Anflösimg. Man ziehe aoa 

dem Ende a noch eine Lime, 

trage auf dieser von A aus, die 

gegebenen Linien o, &, c ab, so dass AC = a, CD = b und 

DE = c ist, verbinde den letzten Theilpunct E mit B und 

ziehe dann DH und CG parallel mit EB, so verhalten sich 

die Theile auf AB, wie die auf AE (§. 111). 

Zusatz. Soll eine Linie, AB, in Stücke getheilt werden, 
die sich wie gegebene Zahlen, z. B. 2, 5, 4, verhalten, so trage 
man eine beliebige Lineareinheit von A nach C zweimal, von 
C nach D fünfmal, von D nach E viermal ab, verbinde E 
mit B und ziehe DH und CG parallel mit EB. 

114. 

Lehrsatz. Die Linie, welche 
in einem Dreieck mit einer 
Seite parallel läuft, schnei- 
det von den beiden andern 
Seiten die gleichvielsten 
Theile ab, und umgekehrt, 
eine Linie, welche von zwei 
Seiten eines Dreiecks die gleichvielsten Theile ab- 
schneidet) ist mit der dritten Seite parallel« 
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4n Zeieim: 

Weim: so ist; 

DE II BC AD : AB ^ AE : AO. 

Beweis. Nack §.111 ist erstlich AD : DB = AE : EC und 
da nun eine Linie in sich selbst einmal enthalten ist, so ist 
nothwendig auch AD : (AD + DB) = AE : (AE + EC), oder 
was dasselbe ist: AD : AB = AE : AC. Wäre z. B. AD in BD 
dreimal enthalten, so wäre oiFenbar AD in AB einmal mehr, 
also viermal enthalten, und eben so AE in AC viermal. 

Schneidet umgekehrt eine Linie, DE, von den beiden 
Schenkeln des Winkels A die gleichvielsten, z. B. von jedem 
den fünften Theil ab, so muss auch DE parallel mit BC sem, 
weil nur die mit BCparallele Linie , welche den fünften Theil 
von AB abschneidet, auch denselben Theil von AC abschneidet. 

115. 

*) Lehrsatz. Die Linie, 
welche einen beliebigen 
Winkel eines Dreiecks 
halbirt, theilt die gegen- 
über liegende Seite so: 
dass sich die beiden Theile 
(Abschnitte) derselben ge- 
rade so verhalten, wie die 
beiden anderen Seiten des 
Dreiecks. 
In Zeichen: 

Wenn: so ist: 

n^^ = i BAC BD : DC = ab : AC. 

Beweis. Mau denke sich BA verlängert, so dass AC a 
AC und verbinde C mit C, dann ist «=*' (§. 40) und da 
ii + n'=;?+y(§.66), so ist, weil n = n' und<r=2^, auchfi'=jr, 
daher AD || C'C(§.60)und folgUch(§.llI)BD:DC«AB: AC, 
weU AC Ä AC 
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Elftes Buch. 

Ton der Aehnlichkeit der Figuren. 

11 6, 

Erklärung. ZweiFigareD 
heissen ähnlich, wenn sie 
gleichwinklig sind und die 
Seiten, so wie sie zwischen 
gleichen Winkeln liegen^ 
dasselbe Verhältniss zu ein- 
ander haben* Je zwei solcher Seiten heissen dann ahn« 
lieh liegende. 

Wären z. E. die beiden Figuren ABCD* «G und abc» *g 
so oonstmirt, dass sie gleichwinklig (A=a, Bs=i, • . '^^g) 
und die ähnlich liegenden Seiten proportionirt, d.h. wenn AB 
z. B. dreimal so gross, als ai wäre, dann auch jede andere 
Seite der grosseren Figur dreimal so gross, als die ähnlich 
liegende Seite der kleinern Figur wäre, nämlich BC dreimal 
grosser, als ic; CD dreimal grosser, als cd etc., so wären die 
beiden Figuren ähnlich, und man kann sie dann auf einerlei 
Weise construirt denken, die eine nur nach einem kleinem 
Maassstab. Aehnliche Figuren haben nur yerschiedene Grosse, 
in allem Uebrigen, wie Form, Eigenschaften, sind sie gldch. 
Die zum Begriff der Aehnhchkeit erforderlichen zwei Merk- 
male, Gleichheit der Winkel und Proportionalität der Seiten, 
m&ssen aber, wohl gemerkt, gleichzeitig yorhanden sein, denn 
es können zwei sehr unähnliche Figuren eins dieser Merkmale 
ohne das andere gemein haben. Man kann sich z. B. aus der 
Figur ABC- • -G, durch die mit AB und ED angedeuteten 
parallelen Linien , eine andere Figur herausgeschnitten denken, 
welche vermöge §. 60, Zusatz, noch dieselben Winkel hat, wo 
das Verhältniss der Seiten aber nicht mehr dasselbe ist. Eben 
so kann man sich die Seiten der einen Figur ABC • • • G um die 
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Eckpuncte (wie um Gewinde) gedreht (yerschoben) denken, 
wobei noch das Verhältniss der Seiten dasselbe bleibt, die 
Gleichheit der Winkel aber gestört ist. 

iKnr bei Dreiecken folgt eins dieser zur Aehnliehkeit er- 
forderlichen Merkmale aus dem andern, und, so wie über 
die Gleichheit (^) der Dreiecke, haben wir nns hier nnn 
auch über die Aehnliehkeit (oo) derselben die folgenden 
drei wichtigen Lehrsätze wohl zu merken, weil auf diese 
alle übrigen, die Aehnliehkeit der Figuren betreffenden, 
wichtigen Sätze sich gründen, indem alle ähnliche Figuren 
in Netze von ähnlichen Dreiecken zerlegt werden können. 

Anmerkimg. Aus der Voraussetzung : ab: AB s=zbci fiC = 
cd :CD=etc., folgt: abibc: cd:- • =AB : BC : CD:- • • StatI 
also zu sagen: zwei Figuren heissen ähnlich, wenn sie gleich^ 
winklig sind und proportionirte Seiten haben, konnte man 
auch sagen: zwei Figuren heissen ähnlich., wenn die Seiten 
der einen Figur dieselbe Lage und dasselbe Verhältniss zu 
einander haben, wie die der andern. 



117. 

Lehrsatz. Zwei Dreieoka 
sind ähnlich, wenn sie 
gleichwinklig sind. 

In Zeichen: 

Wenn: so ist nothwendig: 

a =i A 

6 = B a*: AB = ac: AC = Äc:BC 

c = C Aabcc^ A ABC. 

Beweis. Man denke das kleinere Dreieck übereinstimmend 
so auf das grosse gelegt, dass zwei gleiche Winkel, a, A, sich 
decken. Dann ist, weil ^ = ß, die Linie bc parallel mit 
BC (§. 60, Zusatz), mithin auch ^§. 114) a4 : AB = ac : AC. 
Denkt man sich mm noch c auf C gelegt, so ist aus 
demselben Grande auch ac : AC = bc : BC. Aas der Gleich- 
heit der Winkel zweier Dreiecke folgt also die Proportiona* 
lität der den glei^^<^n Winkeln gegenüber Hegenden Seiten. 
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118. 



Aufgabe. Die Entfi^nung 
unzugänglichen Puncte^, A, Ton ei- 
nem Puncte, B, zu bestiinmen. 

Auflösong. Mit Hülfe des Winkel- 
kreuzes errichte auf AB in B eine 
Senkrechte (§.49, Zusatz 2) und messe 
auf dieser zwei beliebige Längen, B6, 
6C, ab (indem man die Puncte C und b 
mit Messstangen bezeichnet). Auf BC 
errichte wiederum eine Senkrechte in 
b und bezeichne den Endpunct a die- 
ses Perpendikels so, dass er mit C 
und A in einerlei Richtung ist, und 
messe dann noch die Linie ai, so kann man die LängW 
von AB durch eine einfache Proportion finden. 

Nach Construction ist nämlich: ^abCoo^ABC (§.117), 
daher: 6C:BC=ai:AB. Hätte man z.B. BC = 150', 6C = 5(y, 

ab = 100', so wäre 50 : 150 = 100 : er und foIgUch 4?= ^^^^ 

oder a = 800' = AB. 



119a. 
Anljpibe. Die Höhe eines Thurmes (Baumes) zu bestimmen. 



V ''■ 
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In «iMrIei Riehtuiig und pundld mit IIQ 
«teoke in D und £ awei Me<»et«ngen ein, lege daran eine 
dritte Messstange so, das«, wenn man über dieselbe hin visirt, 
die Visirlinie durch den Punct H geht, messe dann DG, I^, 
AD und C£, so kann mau (AK || DG gedacht) durch eine 
einfoohe Proportion, BK, berechnen, welche, zu AD addirt, 
die gesuchte Hohe giebt; 

Nach Construction ist AABG oo AAKH (§§. 117 und 61, 
Zmsatz). Ware z. B. gemessen DG = 100', DE=5', AD = 6', 
CB = 10', also BC = CE — AD = 4', so hat man (§. 117): 
AB : Ate = BC : KH, oder, indem man die Zählen setzt: 

5 : 100 = 4 : «, woraus x = — r — = 80 = HK, mithin 

HG = 80 + 6 = 86'. 

Znsatz. Viel bequemer kann man die Hohen zugänglicher 
Gegenstande messen, indem man sich zu diesem Zweck ein 
rechtwinkliges Dreieck, ABC, yerfertigt, dessen Catheten, AB, 
BC, gleich lang sind. Dieses Dreieck kann man entweder frei 
in der Hand halten, oder nocli besser an einem Stab, AD, be« 
festigen und dann leicht in eine solche Lage bringen, dass die 
Cathete CB mit dem in C befestigten Senkblei CV zusammen- 
fallt, also vertical und mit HG parallel wird. Hat man sich 
nun mit diesem einfachen Instrument so weit vom Gegenstande 
HG entfernt, bis man durch Yisiren wahrnimmt, dass die Hj- 
{»otenuse AC genau auf die Spitze H zielt, so messe man nur 
(durch Abschreiten) die Linie DG und addire hiezu die Hohe 
des Auges AD, so hat man HG, denn weil nach Voraus- 
setzung AB = BC,ß= 90^ aboX = Ö = fi = 45^ so ist auch 
KH = AK = DG, mithin HG = DG + AD. Forstmänner 
messen auf diese Weise die Höhen der Bäume. 

119b. 

Anfgabe. ZweigleichlangeviereGkigeBalken,AB=AC=10', 
sollen über einen dritten, BC = 12', dachförmig aufgerichtet 
Wiurden. Damit die Balken nun genau an einander passen, 
mass offenbar erst von beiden gleich langen Balken, AB, AC^ 
oben wx dreieckiges St&ck, ADE, und unten ein dreieckiges 
St&ck, BGH, nach denlinien AE imd BH abgesagt werden» 
\SiXk nun diese Richtungen AE und BH zuTor angeben sa 
können, kommt es nur darauf an, die Puncte B und H so 
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Bestimmen, oder die Langen DE und OR zu berMM^tiV Wie 
findet man diese, wenn die Breite AD s% BO =s 1' iM 

kutlüimägi Zenerst hiift miui 
die Hohe AM = V10*-6* = 8^ 
(§. 107). Ferner sind die Drei- 
ecke AED und ABM ähnKoh, 
denn jedes hat einen rediten 
Winkel (D^= M), dann ist 
AED = BAM (§. 61, Zusatz), 
also auch BaD = ÄBM (§. 65, 
Zusatz 3); mithin (§. 117): 
DE : AD = AM : BM 
oder DE : 1 = 8 : 6 

und hieraus: DE = ^ = H' = 16". 

Ferner ist A BGH no A ABM 
daher GH : BG = BM : AM 
GH : l = a : 8 
folglich: GH= |'^9". 

120. 

Lehrsatz. Zwei Dreiecke sind ähnlich, wenn ihre 
Seiten proportionirt sind. 
In Zeichen: 

Wenn: so ist: 

a4: AB = a(?:AC = 6c:BC, A == a, B=Ä, C«:€l 

Beweis. Dieser Satz ist die 
ümkehrung von §. 117. Um die* 
Richtigkeit an einem bestimmten 
Beispiel zu zeigen, mögen die Sei- 
ten des grössern Dreiecks dreimal 
so gross , als die des klemem Bmn. 
Denkt man sich nun auf AB riiir 
Stück, A(2=a6, abgeschnitten und c^« || BC gezogen, «o tet' 
A Arftf f>o A ABC (§. 117). Weil nun Ad =^ a6 der dritteTbsÜ^ 
Ton AB, so ist auch Ae der dritte Theil von AC und ds der drftto 
Theil von BC, mithin Atf=ac, dö=6ö, daher A Ad« ^ A ö^ 
also auch ^abc r>^ AABO, a == A, 6 =ä B, c «* C» 
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121. 



Lehrsatz. Zwei Dreiecke sind äbnlicli, wenn sif 
cwei proportionirte Seiten und den davon einge- 
schlossenen Winkel gleich haben. 

In Zeichen: 

Wenn: so ist: 

a6:AB = 6c:BC, A«ic oo ^ ABC. 

Beweis. Denkt man 
das kleinere Dreieck so 
auf das grossere gelegt, 
dass die als gleich voraus- 
gesetzten Winkel b und B 
sich decken und ah auf 
AB, also bc auf BC fällt, so muss^ weil vermöge Voraus- 
setzung ab : AB = bc : BC, die Linie ac parallel mit AC 
sein (§. 114), folglich a = A, c = C '(§• 61, Zusatz); die 
Dreiecke sind also gleichwinklig, folglich ähnlich. 



122. 

Aufgabe. Den Abstand 
zweier Puncte, A und B, 
auf kürzere Weise zu be- 
stimmen, als in §. 36 ge- 
lehrt. 

Auflösung. Manbezeichnef 

einen dritten Punct, 0, 

messe die Linien AC und 

BC, trage von beiden die 

gleichvielsten Theile nach 

b und a ab, so dass, wenn z. B. bC der zehnte Theil von 

BC, dann auch ac der zehnte Theil von AC ist, alsdann 

muss ab der ebensoviclste Theil von AB sein (§.121). Misst 

man also noch ab und multiplicirt diese Länge mit 10, so 

hat man AB. 
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123. 

Lehrsats. Aehaliche Fi- 
guren können in ähnliche 
Dreiecke zerlegt werden, 
und je zwei ähnlich lie- 
gende Diagonalen verhal- 
ten sich wie zwei ähnlich 
liegende Seiten. 
Beweis. Seien die beiden Figuren abc- •/ und ABC« «F 
ähnlich (§.ll6). Dann ist zuerst A a*c <^ A ABC, weil nach 
Voraussetzung ^=z'^ und abj^AR =^bc : BC, folglich (§. 121) 
auch a€ : AC = cA : AB und a<A = ACB , und da nach Voraus- 
setzung bcd = BCD , so ist nach Abzug der Winkel acb und 
ACB auch: ac3= ACl), Femer ist nun auch /^acd oo A ACD, 
weil acd=ACt) und ac : AC = cd : CD, daher auch (§. 121) 
ad : AD = cd : CD. Eben so zeigt man, dass A ad/c><j^ ADB 
A/dec^FDE. ^ 

124, 



Aafjgrabe. Ueber eine gegebene Linie, ad, eine Figur zu 
construlren, welche einer andern Figur, ABC • • • J, ähnlich ist 

Anflösong L Man denke sich die Figur ABC* • J in zu- 
sammenhängende Dreiecke zerlegt, trage dann an die Bild-" 
Seite ab die Winkel cab == CAB und cba =s CBA, so ist 
j^abe oo AABC (§§. 117 und 65, Zusatz 3); an die Seite ae 
trage man nun die Winkel caj = CAJ, acj=s ACJ, so ist auch 
^acj oo AACJ. Auf diese Weise müsste man zwar, wie aus 
§. 123 folgt, eine ähnliche Figur erhalten, weil jedoch das 
viele Winkdzeichnen zu umständlich und unsicher, so ist 
dieses Verfahren practisch nicht anwendbar. 

2. Hat man einen sogenannten Reductionszirkcl, (L i. ein 
Doppelzirkel, dessen Gewinde, in beiden Schenkeln zugleich, 
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^ersdiieblNur, dwch «ine Schraube ftelgett^ «id milbiii ^ 
Lange des einen Schenkelpaare in jedem beliebigen Verfaütp 
nies mm andern yerkürxt werden kann, ao stelle man zuent 
diesen 2Urkel so: dass, wenn man mit dem dnen Schenkel- 
paar die Originalseite AB fasst, das andere Paar Schenkel die 
Bildseite ab zwischen seinen Spitzen enthält. Hierauf zeichne 
man alle Dreiecke der Figur ABC* • • J so ab: dass man mit 
dem ersten Schenkelpaar die Seiten der Originaldreiecke ab- 
nimmt und mit dem andern Schenkelpaar (umgewandten Zirkel)^ 
welches dann jedesmal die ähnlich liegende (redudrte) Seite 
'asst, zeichnet; alsdann muss die zweite Figur der ersten 
ähnlich werden (§.120), denn je zwei gleichzeitig zwischen 
beiden Schenkelpaaren enthaltenen Linien verhalten sich im- 
mer wie die Längen der Schenkel (§. 121). Enthält die Figur 
krumme Linien, so muss man diese durch einzelne Puncte, je 
mehr, je besser, bestimmen und diese Pimcte durch einen 
freien Handzug verbinden (vergl. §. 43). 

3. In vielen Fällen ist es bequemer, statt die ähnlich 
abzubildende Figur in Dreiecke zu zerlegen, innerhalb oder 
ausserhalb derselben eine schickliche Grundlinie, hier z. B. 
AE, anzunehmen, auf diese von allen Ecken Perpendikel, JP, 
BP' etc., zu fällen^ dann mit dem, zuvor richtig gestellten 
'Beductionszirkel die Grundlinie AE zu fassen und ihre durch 
den Zirkel reducirte Länge in a^ abzustecken, hierauf dann 
die reducirten Längen von AP, AP'* • • (Absdssen) nämlich 
ap, ap'' • • abzustecken. Durch die Endpuncte p^p*" * ziehe 
«nan Perpendikel auf a^ und trage auf diese Perpendikel die 
reducirten Längen der Perpendikel (Ordinaten) JP, BP««», 
nämlich yj?, &jp«*« ab etc. 

4. Statt eines Reductionszirkels kann man sich auch eben 
so gut eines verjüngten Maassstabes bedienen. Man misst dann 
nach einem solchen Maassstabe alle Dreiecksseiten der ähn- 
lich nachzubildenden Figur oder die Perpendikel AP, AP'- • 
JP^BP'« • ( Abscissen und Ordinaten), dividirt oder midtiplicirt 
ihre Längen mit der Ileductionszahl, welche angiebt, wie viel 
mal die Seiten der Abbildung kleiner oder grosser sein sollen, 
als die des Originals, und trägt dann die gefundenen Zahlen, 
von demselben Maassstabe abgenommen, gehörig auf. — Con- 
struirt man noch einen zweiten Maassstab, auf welchem die 
Einheit so viel mal kleiner oder grosser ist, als die bestimmte 
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BednütionteU Vondmibi, so lumn mm » ohne jm^ dmcUren 
oder moltiplidrexi zu hraucheD, die nach ertterem Maass^tab 
Hemessenen LäBgen unmittelbar vom zweiten abmessen. 

125. 

Idirsati« Die Umfange 
ähnlicher Figuren ver- 
halten sich wie zwei 
ähnlich liegende Seiten, 
ihre Inhalte aber wie 
die Quadrate ähnlich lie- 
gender Seiten. 
Ist abc' • •/ oo ABC- • «F und bedeuten w, U die Um- 
fange, / und F die Flächeninhalte, so ist, in Zeichen: 

1) w : U = oÄ : AB 

2) /: F = 55«:ÄE^. 

36wei8. Sei, um zuerst ein bestimmtes Beispiel zu haben, 
das Verhältniss der ähnlich liegenden Seiten wie 1 zu 3, 
d. h. jede Seite der grossem Figur sei dreimal so gross, 
"48 die ähnlich liegende der kleinem, alsdann ist offenbar 
auch die Summe aller Seiten der grossem Figur, d. i. ihr 
Umfang, dreimal so gross, als der Umfang der kleinem Figur. 
Verhielten sich die ähnlich liegenden Seiten wie 3:7, d. i. 
wie 1:2^, so wäre der Umfang der grossem Figur 2J 
m^ so gross als der Umfang der kleinem. 

2. Der zweite Theil des Lehrsatzes muss zuerst für zwei 
ähnliche Dreiecke bewiesen werden.*) Seien deshalb abc^ 
iABC zwei ähnliche Dreiecke, deren Seiten sich z. B. wie 2 
zn 5 yerhaltai mögen. Denkt man sich die Seiten bc und ab 
jede in 2 und BC und AB jede in fünf gleiche Theile getheilt. 



*) Am konesten ist der Beweis folgendennaassen: Die Perpendikel 6A,BH 

^„ . AC BC ^ JAG BC ^ BH BC ^. ^ .^ 

gefällt, hat man — = -j^ oder ^ = — ^nd -^ = ^; die b«ldea 

4 AC • BH BC • BO 
UtEtem GleiohiiDgen mit einander muldpUcirt: * ^ . . ^ , ^ . ' 

A ABC BO« 
•dtr-^-;5J-=--etc vM02.) 
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so sind die Theile auf bc und BO einander gleich und eben 

so die auf ab und AB. Denkt man sich nun die Dreiecke zu 

Parallelogrammen ergänzt, durch die Theilpuncte auf Je und 

BC Parallelep. mi^ ab^ A£ und durch die Theilpuncte awf a6 

and AB Parallelen mit 6c, BC gezogen, so wird dadurch 

offenbar das eine Parallelogramm in 2*2=4 und das andere 

in 5-5 = 25 Parallelogramme getheilt, welche alle einander 

gleifih sind. Da sich nun die Inhalte beider Parallelogramme 

wie 4 zu 25 verhalten, so müssen sich auch ihre Hälfte» ^ d. i. 

die Inhalte der ähnlichen Dreiecke abe und ABC wie 4 au 

25 
25 verhaHen, mithin der Inhalt des Dreiecks ABC=-j =64 imI 

60 groes sein, als der Inhalt von abc. Verhielten sich die 
Seiten xweier ähnlichen Dreiecke wie 1 zu 4, so verhalten sich 
ihre Inhalte wie 1 zu 16 etc. Aehnliche Figuren kana man 
nun in ähnlich» Dreiecke zerlegt denken. Verhielten sich nun 
die Seiten zweier ähnlichen Figuren, aftc- • •/ und ABC* • «F, 
^. B. wie ) zu 3y so wäre offenbar jedes Dreieck der g^öfsem 
Ügur 9 mal so gross, als ein ähnliches der kleinem, un4 
JblgUcb wäre dann auch die Summe aller Drdeoke d^ groeseni 
Figur, d. i. ihr Inhalt 9 mal so gross, als der der kleinern. 
-Verhi^en sich die Seiten wie 2 : 7, so verhalten sieh die 
Inhalte wie 4 : 4d und ao bei jedem andern Zahlenverhältnisa* 

Aifgabe 1. Die ähnlich liegenden Seiten verhalten sich 
%w 2 r 5, der Inhalt der klrinem Figur ist / =« 56(yn- Wie 
gross ist der Inhalt F der grossem? 

Aufgabe 2. Der Inhalt der kleinem Figur sei = 400'n9 ihre 
Grundlinie=13'. Wie gross muss die Grandlinieo? einer ähnlichen 
Figur genommen werden, damit der Inhalt derselben = 800'Q ? 

Antw.L AnÄd«rProportion560:F=2*:5*folgtF=3500'a- 
Jjitw.S. Ans 18*:aj*=400:800 folgt ^=18y2«18,88 •* 
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Zwölftes BnclL 

Proportionen beim Kreise. 



126. 

Lehnatz. Das Perpendike! 
MP von einem beliebigen 
Punct der Peripherie auf den 
Durchmesser ist die mittlere 
Proportionale zwischen den 
beiden Abschnitten AP und 
PB des Durchmessers.*) 



In Zeichen: 

AP:MP = MP:PB. 

Beweis. Zieht man die beiden Sehnen AM, BM, so ent* 
stehen dadurch drei ähnliche DreiedLe'^l^ denn we3 
iÖl£B=R (§. 81) und nach Voraussetzung l£PB ^ B, so ist 
Ä + yssÄ-f-y = «'4-y'=:R, also y=^ TxsAm^al^ daher 
A APMcv^aBPMooAAMB. Da nun in ahnlichen Drei- 
ecken die den gleichen Winkehi gegenüber liegenden Seiten, 
proportionirt sind (§. 117), so folgt aus den beiden klei- 
nem Dreiecken die im Lehrsatz behauptete Proportioa 
AP : MP = MP : PB. 



*) Wenn in einer Proportion die beiden innem Glieder gleich dndy. 
wie in 2 : 6 = 6 : 18, so heisat die Proportion eine stetige nnd eins der 
gleichen mittiem Glieder die mittlere Proportionale sa den beiden 
aossem; so ist hier s.B. 6 die mitüere Proportionale lu 2 und 18. 

**) Der Ani&nger wird wohl thnn, die^e drei Dreiecke getrennt iv 
leiehnen. * 
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Zofftts L Vergleicht nutn jedes der kleinem Dreiecke mit 
dem grosten, so ergiebt sich noch ein anderer wichtiger Satz^ 
nämliche jede der beiden Sehnen ist die mittlere 
Proportionale zwischen dem anliegenden Abschnitt 
des Durchmessers und dem ganzen Durchmesser^ 
denn weil AAPM ooA AMB, so ist (§. 117): 

AP : AM = AM : AB 
und weil ABPM oo ^AMB, so ist auch 
PB : BM =: BM : AB. 

Zuiatz 2. Aus den beiden letztem Proportionen folgt noch 
ein anderer und zwar arithmetischer Beweis für den Pytha- 
goräischen Lehrsatz. Man hat nämlich AP • AB = AM*; 
PB-AB = BM% mithin beide Gleichungen addirt und be- 
merkt, dass APAB + PB • AB =t (AP + PB). AB, oder 
5B« = ÄH* + BM^». 

Angabe. Es sei AP = 9, PB = 16. Wie gross ist MP? 

Antwort Es ist MP = i/144 = 12- 

127. 

Angabe. Ein Quadrat zu zeich- 
nen, welches so gross ist, als ein 
gegebenes Rechteck, mit anderen 
Worten: ein gegebenes Kechteck, 
PBDE, in ein an Inhalt gleiches 
Quadfat zu verwandeln. 

Auflösung. Es kommt nur dar- 
auf an, zu den beiden gegebenen 
Seiten des Rechtecks PE und PB die mittlere Proportio- 
nale a zu finden, so dass P£ : s = a : PB, denn dann ist 
«« = PE . PB. (§. 99.) 

Man füge also PE gradlinigt an PB, so dassAP=PE, 
beschreibe über AB, als Durchmesser, einen Halbkreis, errichte 
in P auf AB das Perpendikel MP, so ist das über dieses 
Perp^idikel construirte Quadrat MPQR das verlangte, weil 
nach §. 126 HP« = AP • PB = PE • PB. 

Zusatz. Um ein Quadrat zu zeichnen, welches belieoig 
vielmal, z.B. 2} mal, so gross ist, als ein gegebenes Quadrat, 
mache man die eine Seite desselben 2| mal so lang und ver- 
wandele das erhaltene Rechteck in ein Quadrat 

L6bMo*8 Bltmtntor-Qtomttr*'. 7 
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128. 



*) Lehnati. Wenn zwei Sehnen 
im Kreise sich schneiden, so ist 
das Product aus den beiden Ab- 
schnitten der einen Sehne gleich 
dem Product aus den beiden Ab- 
schnitten der andern Sehne. 

In Zeichen; 

AE • EB = CE • ED. 

Beweis. Man ziehe die Hül&Iinien AC und BD, so sind 
die beiden entstehenden Dreiecke gleichwinklig und folglich 

ahnhch, denn nach §. 80 ist A=ß=-^und Ö=S = ~. 

Daher (§. 117) AAEC oo aBED. Setzen wir nun ähnlich 
liegende Seiten in Proportion, so ist: AE:DE = CE : BE und 
hieraus: AEBE = CEDE. Ware z. B. AE = 4', EB = 3', 

CE = 2', so müsste DE = -^ = 6' sein. 



129. 

*) Lehrsatz. Wenn zwei Se- 
kanten (verlängerte Sehnen) 
sich ausserhalb des Kreises 
schneiden, so sind dieProducte 
aus jeder ganzen Sekante und 
ihrem ausserhalb liegenden 
Theile gleich. 

In Zeichen: 



AC.AB = AEAD. 

Beweis. Denkt man sich die Hülfslinien CD und BE ge* 
zogen, so sind die beiden Dreiecke ADC und ABE ähnlich; 
beide haben nämlich den Winkel A gemein und dann die auf 
demselben Bogen BD stehenden Peripheriewinkel C und £ 
gleich (§. 80). Die ähnlichen Dreiecke geben nun die Pro- 
portion AD : AB=AC : AE und hieraus AB.AC=AD-AE. 
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UMMtl.' Wetnn man von ei- 
nem Punct, A, ausserhalb des 
Kreises eine Tangente, AB, qnd 
eine Sekante, AD, zieht, so ist 
die Tangente die mittlerePro- 
portionale zu der ganzen Se- 
kante und ihrem p>usserhalb 
liegenden Theile. 

In Zeichen: 

AC : AB = AB : AD. 

Beweis. Zieht man die Hülfslinien BC und BD, so ist 
AABC oo 2^ ADB, denn beide haben den Winkel A gemein und 
dann, nach §. 84, ß=ABC, daher (§. 117) AC : AB=AB : AD, 

131. 

'*') Au^be. Eine gegebene 
Linie, AB, in stetiger Propor- 
tion, nämlich so in F zu theilen, 
dass sich der kleinere Theil AP 
zum grossem BF verhält, wie 
dieser zur ganzen Linie AB. 

Auflösung. In dem einen £nd- 

punct A errichte auf AB eine 

Senkrechte AC = 4 AB, beschreibe aus C mit CA einen Kreis, 

ziehe BC, welche den Bj-eis in G schneidet, mache BF= BG, 

so ist F der verlangte Theilungspunct. 

Beweis. Verlängere BC nach D, so ist (§. 130): 

BG : AB = AB : BD 
also auch: BG : (AB - BG) = AB : (BD — AB), 
oder weil: BG = BF, so ist: AB — BG = AF; femer weil: 
CA = iAB, mithin: BD = BG + AB, und folgüch: 
BD — AB = BG = BF, so ist: 

BF: AF = AB:BF, 
also auch: AF : BF = BF : AB. 



Digitized by VjOOQIC 



- 100 ~ 



DreizAhntas 

Tan den regelmftssiges YidflclsBB. Beanämag im 
ümfiingB und Ijüaite das KraiflOk 

132. 

BrUänmg. Ein "^^eleck heisst rvgelmiiaig, mam es 
gleiche Seiten und gleiche Winkel hat. 

Denkt man sich einen Kreis in eine beliebige Anzahl glei- 
cher Bogen getheilt, so würden die dazu gehörenden Sehnen^ 
so wie auch die Peripheriewinkel, welche je zwei Sehnen mit 
einander bilden, gleich und somit das dadurch entstehende 
Vieleck, der Erklärung gemäss, ein regelmässiges, sein« 

Konnte man also einen Kreis in jede beliebige A"gfthl 
gleicher Bogen theilen, so könnte man auch, indem man 
nur die Sehnen zöge, ein jedes regelmässige Vieleck von 
6eliebiger Seitenzahl zeichnen. 

Die allgemeine Losung dieser Au%abe aber ist auf StiPSfg 
geometrische Weise, d. h. nicht durch Probiren, sondern dtimh, 
auf bestimmte Gesetze undRegeln gegründete Construction, bis 
jetzt noch keinem Mathematiker gelungen und diese Att%i^ : 
ein beliebiges regelmässiges Vieleck von bestimmter SeitesMhl 
zu construirep, gehört daher zu den bis jetzt noch ungefösten. 

In folgenden wenigen ^Fällen jedoch, wo der Kreis in 
8, 4, 5, 15, so wie in die durch wiederholtes Verdoppeln 
dieser Zahlen angegebenen gleichen Theile getheilt werden 
soll, ist die Auflösung möglich. 

133. 

Au^be. Einen Kreis in vier 
gleiche Theile zu theilen, und ein 
regelmässiges Viereck zu con- 
struiren. 

Auflösung. Man ziehe zwei aul 
einander senkrechte Durchmesser, 
so theilen diese den Ejreis in viei 
gleiche Bögen. Zieht man die 
Sehnen, so hat man auch da^ 
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regelmässige Viereck ADBE, welches Qttwkhm %m QpsdnU 
ist. Der Beweis ist leicht. 

Zosats L Um ein regelmassiges Viereck um den Kniis 
zu beschreiben, dessen Seiten mit den des eingeschri€A>eiien 
parallel sind, halbire man einen der Bögen in M (§• 71), nehe 
durch M eine Tangente, welche die verlängerten Radien CD, 
CB in T und H schneidet, dann ist HT eine Seite des um- 
geschriebenen Vierecks^ welche man nur in dem mit CT 
beschriebenen zweiten Kreise herumzutragen braucht 

Zusatz 2. Durch fortgesetztes Halbiren der Bogen erhält 
fnan die regelmässigen Vielecke Ton 8, 16, 32,* •• Seitsn. 

134. 

An%abe. EUnen Kreis in sechs 
gleiche Theile zu theilen und da re 
gelmässiges Sechseck zu zeichnen. 

Aoflöfong. Man trage von einem 
Punct, A, aus, den Radius CA, als 
Sehne, unmittelbar in der Peripherie 
herum, AB, BD etc., so erreicht man 
beim sechstenmaligen Absetzen den 
Punct A wieder und die Aufgabe ist gelost. 

Beweis. Um zu zeigen, dass der liadius AC=AB wirklich 
die Seite des Sechsecks ist, denke man noch BC gezogen, 
so folgt aus dem gleichseitigen und folglich auch gleichwink^ 
ligen Dreieck ABC, dass C=60'' (§.65, Zusatz 2), folglich ist 
C der sechste Theil von 360% also auch der über dem Radin» 
AB ausgespannte Bogen JlB der sechste Theil vom Kreis«. 
Zieht man BE, BG, EG, so erhält man das regelmässige 
Dreieck im Kreise, und durch fortgesetztes Halbiren der Bö* 
gen die regelmässigen Vielecke von 12, 24, 49, • • Seiten. 

135. 

*) Aolirabe. In einem Kreise ein rq^elmissiges Zehneck 
zu zeichneu. 

Auflösung« Man theile den Radius AC in stetiger Fro* 
portion (§. 181), so ist der grossere Thal FC die Seoe (kl 
Zehnecks. 
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Beweii. NiinmtmanABs=FG, zieht 
BF und BC, so kann man zeigen, 
dass der Winkel a wirklich der 
zehnte Theil von vier Rechten oder = 

^ = 36^undfolgUchAB=FCdie 

Seite des Zehnecks ist. Denn nach 
Voraussetzung ist AF:FC=FC : AC, 
also, weil AB=FC, auch : AF: AB= 
AB:AC. Die beiden Dreiecke ABF 
und ABC haben also, ausser dem gemeinschaftlichen Winkel A, 
zwei ihn einschliessende proportionirte Seiten und sind folglich 
ähnlich (§. 121). Denkt man sich das kleinere Dreieck ABF 
um AF gedreht und in dieser umgekehrten Lage so wieder au 
ABC gelegt, dass der Winkel A sich selbstdeckt imddiepropor- 
tionirten Schenkel einerlei Lage haben, also AF auf AB und AB 
auf AC fallt, dann würde BFparallel mit BC sein (§. 121), mit- 
hin ist AS?=a? und ÄFB=:ÄBC=BaC, daher BF=AB=FC, 
also auch J^=a: (§, 40), femer BAC=ABC=2j?. Die drei 
Winkel des Dreiecks ABC betragen also zusammen 5a? = 180®, 
daher ä = 36 °. Ist nun BD = DE = AB , so ist BE die Seite 
des regelmässigen Fünfecks. Man kann also ein regelmässiges 
Vieleck von 5, 10, 20, 40, 80- • • Seiten zeichnen. (§. 195, 
Anmerkung.) 

Znsatz. Ist AGr die Seite des regelmässigen Sechsecks, 

AH die des Zehnecks, so ist flCt> = 60"~36°=24"=2^ ' 

folglich GH die Seite des regelmässigen Fünfzehnecks. Man 
kann also auch noch regelmässige Vielecke von 15, 30, 60* • • 
Seiten zeichnen. 

136. 

Angabe 1. Den rechten Winkel in drei gleiche Theile 
zu theilen. (NB. Der rechte Winkel ist, ausser den durch 
stetes Halbiren daraus abgeleiteten Winkeln von 45^, 22^, 
ll^**-, der einadge, bei dem die Dreitheilung durch Con- 
ftmction bewirkt werden kann.) 

Anfjpibe S. In einem Kreise drei andere gleiche Kreise 
iRi beschreiben, die sich uQter einander und zugleich auch 
den gegebenen Kreis berühren. 
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Aüflösiing L Beschreibe zwischen den Schenkeln des 
rechten Winkels einen Bogen und trage darin von beiden 
Endpuncten aus den Radius als Sehne ab , verbinde die End- 
puncte beid^ Sehnen mit dem Mittelpunct, so ist dadurch 
die Dreitheihmg vollbracht (§. 134). 

AufKUnmg 2. Beschreibe um den gegebenen Ejreis ein 
regelmässiges Dreieck (§. 134 und §. 133, Zusatz 1), verbinde 
dessen Eckpuncte mit dem Mittelpunct und beschreibe in 
jedem der entstandenen drei Dreiecke einen Kreis. 

137. 

Lehrsatz« Die Fläche eines 
regelmässigen Vielecks ist so 
gross, als die *eines Dreiecks, 
dessen Grundlinie gleich dem 
Umfange des Vielecks und des« 
senHohe gleich dem Radius des 
eingeschriebenen Kreises, d. i. 
gleich dem vomMittelpunct auf 
eine der Seiten gefällten Perpendikel CJ ist. 

Beweis. Denkt man nach allen Eckpuncten die Radien 
CA, CB, CD- • • gezogen, so erhält man eben so viele Drei- 
ecke als das regelmässige Vieleck Seiten hat. Weil nun dio 
Hohen dieser Dreiecke, nämlich die vom Mittelpunct auf die 
Seiten gefällten Perpendikel alle gleich sind (nämlich = C J == 
dem Radius des dem regelmässigen Vieleck eingeschriebenen 
Kreises), so kann man die Grundlinien gradlinigt an einander 
gelegt denken und erhält dann ein einziges Dreieck von der Hohe 
CJ und dessen Grundlinie gleich dem Umfange des Vielecks ist. 
Arithmetisch ist der Beweis viel kürzer, es ist nämlich der Inhalt 
E=4CJ.AB + iCJ.BD + .=iCJ(AB + BD + ... + GA). 
Znsatz. Auch der Inhalt eines um den Ejreis beschrie- 
benen regelmässigen Vielecks ist offenbar gleich der Fläche 
eines Dreiecks, dessen Grundlinie gleich dem Umfange des 
Vielecks und dessen Höhe gleich dem Radius des Ejreises ist. 

137a. 
Lehrsatz. Der Flächeninhalt eines Kreises ist so 
gross, als der eines Dreiecks, dessen Grundlinie 
gleich dem Umfange und dessen H&he gleich dem 
Radius des Kreises ist. 
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Beweis. Man denke sich regehnie- 
sige Vielecke von beliebiger, aber 
gleicher Seitenzahl, eins in, eins um 
den Kreis beschrieben, so ist offen- 
bar der Inhalt des innem kleiner, 
der des äussern grosser, als der des 
Kreises. Denkt man sich nun die 
Seitenzahl beiderVielecke immerfort 
verdoppelt, indem man die jedesma- 
ligen Bogen in Gedanken halbirt, so wird piit jeder folgenden 
Verdoppelung der Seitenzahl der Kreis in immer engere 
Grenzen eingeschlossen. Man sieht nämlich, dass nach jeder 
Verdoppelung der Seitenzahl der Inhalt eines jeden der beiden 
Vielecke dem des Kreises immer näher ruckt und deshalb ihr 
Flächenunterschied immer kleiner wird. Könnte man nun durch 
fortgesetztes Verdoppeln der. Seitenzahl beide Vielecke so nahe 
zusammenrücken lassen, dass ihr Flächenunterschied=0 würde, 
so müssten beide Vielecke nothwendig mit einander und mi/ 
dem Kreise ganz zusammen fallen. Bei der wirklichen Ausfüh 
rung dieser Verdoppelung der Seitenzahl, z. B. 4, 8, 16, 32» • • 
hätten wir allerdings eine unendliche Reihe von Vielecken zu 
beschreiben und deshalb eine , dem ersten Anschein nach, nie 
aufhörende Halbirung des jedesmaligen Bogens einer Vielecks- 
seite oder des ihr entsprechenden Centri winkeis vorzunehmen, 
und das wäre allerdings eine endlose, folglich unmögliche 
Arbeit. Dessenungeachtet können wir sie aber doch als voll- 
endet denken, ja sie in Gedanken (worauf es hier nur an- 
kommt) selbst schnell vollenden, indem wir uns vorstellen: 
der Radius CB drehe sich um den Mittelpunct, um den Winkel 
BUA zu beschreiben, alsdann beschreibt er erst offenbar die 
Hälfte dieses Winkels, dann von der übrig bleibenden Hälfte 
wiederum die Hälfte u, s. w. , bis er auf CA fällt, und somit 
die Unzahl von Halbirungen durchlaufen und die nur endlos 
scheinende Arbeit wirklich vollbracht hat.*) 

Bevor nun aber dieses geschehen, ehe nämlich die immer 
kleiner werdenden Seiten bis zu Elementen verschwinden und 
die Vielecke selbst zusammen fallen, sich in stetig gebrochene 



*) Wegen dieses für Anfänger epineufen Sacseg vergleich« mao 
Algebra }. 329. 
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Liniea (Knift) Terwaodeln, ist ioimer so nahe an der Grena» 
(dem SIreise) als man will, der Inhalt eines jeden Vielecks so 
gross ) als ein Dreieck, dessen Grundlinie gleich dem Umfange 
und dessen Hohe gleich dem Radius des eingeschriebenen 
Kreises ist, mithin muss dieser Satz auch in ihrer grossten 
Nahe, fiir die Grenze, das ist für den Kreis selbst gelten. Der 
Kreis ist ako wirklich so gross, ak ein Dreieck, dessen Grund- 
SniagileiQhderPeripherieunddessenHöhegleich dem Radiusist. 
Znsati. Es folgt zugleich noch: dass der Umfang eines 
uingeachriebaaen Vielecks grösser, der eines eingeschriebenen 
aber kleiner ist, als der Umfang des Kreises, ferner: dass der 
UmfiEuig eines eingeschriebenen Vielecks mit jeder Verdop^ 
pdung der Seitenzahl grosser, der des umgeschriebenen hin» 
gegen immer kleiner wird, bis beide ihre Grenze, den Kreis, 
erreichen und gleich werden (§. 52). 

188. 

KreisTerhältnisi. Berechnung des Umfangs und Inhalts 
^es Kreises kommt sehr häufig vor und man musste deshalb 
schon frühe darauf sinnen, zurKenntniss der Zahl zu gelangen, 
welche angiebt, wie viel mal der Umfang eines Kreises grosser 
ist, als sein Durchmesser. Dass diese Zahl, das sogenannte 
Kreisverhaltniss, zwischen 3 und 4 liegen muss, folgt schon 
daraus, dass der Umfang des eingeschriebenen regelmässigen 
Sechsecks gerade dreimal, der Umfang des umgeschriebenen 
Vierecks aber viermal so gross ist, als der Durchmesser 
(§§. 134 und 188). Nun ist aber der Umfang des Kreises 
grosser, als der Umfang des eingeschriebenen Sechsecks und 
kidner, als der des umgeschriebenen Vierecks (§.137, Zusatz). 
Es kommt also darauf an, den zu 3 hinzukommenden Bruch 
zu bestimmen, um jenes fragliche Ejreisverhältniss zu haben. 

Unter den geschichtlich bekannten Mathematikern war 
Archimedes, 300 v. C, der erste, welche nach einer un- 
vollkommenen, uns nicht geläufigen Arithmetik fand, dass 
diese gesuchte Zahl zwischen 3f und 3ff liegt. Er nahm, 
als für die damalige Praxis und auch jetzt noch häufig 
genügend, die erstere ein wenig zu grosse, aber bequemere 
Zahl Si}-. Metius fand diese fi*agliche Zahl weit genauer 
e^{f|=s8iV^=3,Ulö92« • • Durch höhere Mathematik ist 
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^eees Kreisyerhiltmss noch genauer und 9cb&rfer, als je 
erforderlich, bis auf 250 Decimalen berechnet worden.*) 

Wir nehmen von diesem Kreisverbältniss, das wahrscheinlicb 
irrational ist, und als solches sich nie genau durch Zahl^s 
ausdrucken lässt, nur die sieben ersten Decimalen, nämlich: 
8,1415926, als für die meisten FäUe vollkommen g^iügend. 
In einem Werke der Braminen, betitelt Aj/een AJAert/y hat 
man das Verhältniss des Durchmessers zum Umfang wie 
1250 : 8927, d. i. wie 1 : 3,1416 gefunden, welches 2000 Jahr 
älter, und genauer ist, als das Archimedische 8fs= 8,142« •, 
welches schon in der dritten Decimale fehlerhaft ist. Das von 
MetiuS; 1^ = 3,1415929, weicht erst in der siebenten De- 
cimale von der Wahrheit ab. Das äusserst mühsame und 
langweilige Verfahren, durch blosse Elementar -Arithmeti)s: 
diese Zahl zu finden, lehrt der folgende Paragraph. 

Bei andeutenden Kreisrechnungen in Formeln pflegt man, 
der Kürze wegen, statt dieser Zahl den griechischen Buchstabe!. 
sc (sprich: pih) zu setzen, wo man dann, je nachdem es dio 
geringere oder grossere Genauigkeit erfordert, statt ^ die Zahl 
3f =sr p oder 3,1416 oder 3,1415926 nimmt. 

139. 



Bereohnung der Zahl x. Man setze, der bequemeren 
Rechnung halber, den Kadius eines Kreises, ACsl^ seist, 



T^ R. AMroQ. Naohticl^ten 25 B. «> 3l0. ^ ^ ^ ^ 
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nach §• 107, die Seite des eingeaohriebeneB regebdMMBgen 
Vierecks AB =1/2=1,4142185 • • • Die Seite des nmgesohrie- 
benen Vierecks ist offenbar dem Durchmesser gleiob, also 
OL = 2. Mitbin ist der balbe Umfang des eingeschriebenen 
Vierecks 2,8284271* • • mal und der halbe Umfang des um- 
geschrieb^ien Vierecks Tiermal so gross, als der Radios, und 
eben so Tiel mal sind die ganzen Umfange der erwähnten 
Vierecke grosser , als der Durchmesser. 

Aus den Seiten der ein- und umgeschriebenen Vierecke 
berechne man nun die Seiten der ein- und umgeschriebenen 
Achtecke, indem man zuerst das Perpendikel CD aus AC=1 
u nd AD= ^A B = 0,7071067 • • • berechnet , nämlich CD = 
V 1 — JD^ dfixm hat man auch DJ=1 — CD. Aus den beiden 
Catheten DJ und AD findet man die eingeschriebene Adit- 
ecksseite AJ=0,7653668 • • • • Um hieraus die umgeschriebene 
Achtecksseite zu erhalten, berechne man erst das Perpendikel 
^ CK= VI — (iAJ )% dann hat man aus den ähnlichen Dreiecken 
* CAJ und CEP die Proportion: CK : CH = AJ : EP, und hier- 
aus folgt die umgeschriebene Achtecksseite EP=0,8284271 • • • 
Mithin ist der halbe Umfang des eingeschriebenen Acht- 
ecks 3,0614674* • mal, der des umgeschriebenen Achtecks 
3,3137085* •• mal grosser, als der Radius, also die ganzen 
Qmfänge eben so viel mal grosser, als der Durchmesser. 

Fährt man auf diese unerträglich mühsame Weise fort und 
berechnet die Seite des ein- und umgeschriebenen 16-Eck8, 
t2-Ecks u. s. w., so würde man finden, dass, den Durch- 
messer = 1 gesetzt (vergleiche §. 194): 

Der Umfismg des eingeschrie« Der Umfang des umgeschrie- 
benen regelmassigen benen regelmässigen 



4-Ecks,rr 2,8284271. 

8 „ =8,0614674- 
16 ,, »3,1214451. 
82 ,, s^ 8,1365485- 
64 „ =:3,1403311. 



4, 

3,3137085. 

3,1825979. 

3,1517249.. 

3,1441184.* 



81M „ «t> 8,1415925- • * 3,1415928- < » 
16384 ,, 88,141592e*-* 8,1415837. •• 



Digitized by VjOOQIC 



— 108 •- 

Di# gesuehte Zahl s, welche angiebt, wie viel mal der 
Umfang des Kreises grösser ist, als der Durchmesser, fälH 
mUo zwischen 3,1415926- * • und 3,1415927- • • (§. 137, Zusata) 
und ist folglich bis auf sieben Decimalen genau: «s=:3,1415926. 
Mnltiplicirt man mit dieser Zahl den Durchmesser, so erhalt 
man die Länge der Peripherie bis auf ein 2«ehnmillioniel dei 
Durchmessers genau, z. B. bis auf ^ Zoll = | Linie genau, 
wenn der Durchmesser ss 20000 Fuss (1 MeUe) wäre. 



140. 

Kreiarechnimgen. Be- 
deutet r den Radius, d den 
Durchmesser, Uden Um- 
fang und F den Lihali 
eines Kreises, so findet 
man Umfang und Inhalt 
nach folgenden Formeln 

U = 2rÄ = cJä (ü 

F =r«ar = "^^-ä (t) . 

Die erste Formel , nach welcher man i 
oder 2r mit^r multipliciren muss, um denl] 
zu erhalten, folgt schon aus §. 139. Da ni 
Kreises gleich der eines Dreiecks, GAB, ist, 
AB gleich dem Umfang 2rit und dessen 
Radius r ist (§. 137), so ist, indem man di 
4AB = nr mit der Höhe r mnltiplicirt (§ 
des Kreises F=rr r«r3r = r*'Ä (sprich: r quadrat «). 

Zusatz L Es folgt aus vorstehenden Formeln, dass sich 
die Umfange zweier Kreise wie ihre Radien, oder wie ihre 
Durchmesser, ihre Inhalte aber sich wie die Quadrate der- 
selben verhalten. 

2huats 8. Dividirt man den Umfang eines Bjreises durch 
jc, so erhält man den Durchmesser d. Dividirt man d«a 
Inhalt durch « und zieht aus dem Quotienten die Quadrat- 
wurzel, so eihäit Tian den Radius, 



Digitized by VjOOQIC 



— 109 — 

Ib Zeidien: 

d == — (i) 

F 

Angabe L Man berechne die Umfange dreier KreiM, 
deren Radien 5' 8''; 8' %" und V'sind. 

Bei di^fs^ und allen folgenden Uebungsbeispielen ist, 
der kurzem Rechnung halber, immer das Archimedische 
Kreisverhältniss genommen, nämlich ;r = 3f = y. 

Aufgabe 8. Man berechne die Flächeninhalte der Kreise, 
deren Radien 8' 6"; 0',97; 4",05 und 1' sind. 

Aufgabe 3. Man suche die Radien zweier Kreise, deren 
Inhalte 54,62a"; ÖD'SQ"- 

Antwort 35if'; 22'; 3f; 88iD'; 2,95 D'; 51,55D"; 
8fD'; 4",17; l',27. 

141. 

Aus dem Vorhergehenden ergiebt sich nun leicht, wie 
man Theile von einem Kreise berechnen muss. 

1) Ist die Länge emes in Graden gegebenen Bogens XE^ 
«a berechnen, so muss man den SßOsten TheQ vom ganzen 
Umfange so oft nehmen, als der Bogen Grade enthält. 

2) Ist ein Kreisausschnitt, d. i. ein von 
zwei Radien und einem Bogen eingeschlos» 
sener Theil vom Kreise, wie CADB zu 
berechnen, so nimmt man den 360sten Theil 
von der ganzen Kreisfläche so oft, als der 
Winkel am Mittelpunct oder der Bogen 
ÄSB Grade enthält. — Ist der Bogen ÄDB 
in Länge gegeben (^omessen), so betrachte man den Aus- 
schnitt wie ein Dreieck, dessen Grundlinie gleich der Länge 
des Bogens und dessen Hohe gleich dem Radius ist. 

3) Hat man endlich einen Kreisabschnitt, d. i. einen von 
einer Sehne und einem Bogen. begrenzten Theil, ADBA, zu 
berechnen, so muss man von dem Ausschnitt CADB das 
Dreieck CAB subtrahiren. 
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Zweiter TbeH. 

Körperliche Geometrie. 



Vierzehntes Buch. 

Von der Lage der Eljenen. 

142. 

So wie die ebene Geometrie nur solche räumliche Grossen 
betrachtet, deren sämmtliche Puncte in einerleiEbene liegen und 
hiebei zuerst von der graden Linie ausgeht, dann die Neigung 
eweier Linien gegen einander bestimmen lehrt, hierauf zu ge- 
schlossenen Figuren fortschreitet, die wichtigsten derselben 
besonders betrachtet, von den Eigenschaften, Ausmessung und 
Aehnlichkeit derselben handelt etc., so wird auf ähnliche Weise 
die sogenannte körperliche Geometrie sich mit solchen räum- 
lichen Grössen beschäftigen, deren Puncte nicht alle in einerlei 
Ebene liegen, und hierbei zuerst die Lage der Ebenen gegen 
einander betrachten, dann zu geschlossenen Figuren, nämlich 
zu ringsum von allen Seiten durch lauter Ebenen begrenzten 
fläumen (Körper) übergehen, sie ausmessen lehren etc. 

Obwohl nun die körperliche Geometrie fast nur eine An* 
Wendung der ebenen Geometrie ist, so bieten doch ihre ersten 
Sätze dem Anfänger deshalb Schwierigkeiten dar, weil in 
perspectivischer Zeichnung (indem das, was ausserhalb der 
Bildebene liegt, doch auf diese gezeichnet werden muss) nicht 
alle Theile einer Figur im richtigen Verhältniss erscheinen. 
Indessen kann man der Anschauung auf verschiedene Weise 
zu Hülfe kommen, indem man z. B., statt geometrischer 
Körper, physische Körper aus irgend einer weichen Masse 
schneidet und formt. 
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US. 

JlCan pflegt eine Ebene gewohnliob duroh ein Viereck «n« 
Eudeuten und durch zwei gegenüber siebende Buchitiiben zu 
bezeichnen. So wie man eine grade Linie nach beiden En- 
den hin bis in's unendliche verlängert denken kann, so 
kann man sich auch eine Ebene nach allen Seiten bis in^s 
UnendUche ausgedehnt denken. Versinnlichen kann maii eine 
Bbene und deren Lage durch ein Blatt Papier, von dessen 
Dioke und Unebenheiten man abstrakirt. 

144. 

Lehrsatz. Eine grade Linie kann 
eine Ebene nur in einem Punct 
schneiden. 

Beweis. Sei MN eine Ebene und 
AB eine durch sie hindurch gehende 
grade Linie.*) Hätte diese Linie aus- 
ser dem Durchschnittspunct C noch 
einen zweiten mit der Ebene gemein, 
so müsste sie in ihrer ganzen Ausdehnung in derselben blei- 
ben (§. 5), weil sie dieselbe aber schneiden soll, so kann 
dies nur in einem Punct geschehen, weil beide, sowohl Linie 
als Ebene, keine Dicke haben. 



' 145. 

Lehrsatz. Durch zwei Puucte, A, 
B, oder durch die sie verbindende 
grade Linie AB sind unzählig 
viele Ebenen möglich. 

Beweis. Zuerst kann man sich eine 
durc^ A undB gehendeEbene,BM^ den- 
ken and sich sodann vorgftellen, sie WBrde 
um AB , wie um eine Achse , gedreht (so 





•) Sei MN ein Stück der Bildebene, so liegt nur ein Funct, C, der 
Linie AB in dieser Ebene, alle übrigen Ponete der Linie AB liegen 
ansserhalb derselben, theils oberhalb, theils unterhalb. Man mnss sich 
aUo die Linie AB gegen die Bbene aufgerichtet denken. Wir werden 
•olche Linien immer pnnetlreii. 
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wie man ein BlftU in €mMi Buche wendet), abdaan 
•ie in nnisiihlig Terschiedene Lagen. Statt jeder dieser Ter^ 
ioliiedenen Lagen kann man sich aber eine andere Sbeoe^ 
BMS BM^... durch AB gelegt«) denken. 

146. 

Lehrsats. Durch drei nicht i» 

grader Linie liegende Pnncte 

ist immer eine, aber nnr eise 

Ebene möglich, und die Lage 

derselben vollkommen bestimmt. 

Beweit. Zuerst kann man sich durch 

zwei der festen Puncte, s. B. dnrch B 

und C, eine Ebene gelegt und diese dann um BC gedreht 

denken, bis sie auch durch den dritten Punct A geht. 

Weü nun die Ebene durch aUe drei Puncte, A, B, C, gdit^ 
so geht sie auch durch die drei Seiten des Dreiecks ABC 
(§. 5). Wollte man noch eine zweite Ebene durch die drei 
Puncte A, B, C legen, so müsste sie auch wieder durch die 
drei Seiten des Dreiecks A, B, C gehen, folglich mit der 
zuerst hindurch gelegten in ihrer ganzen Ausdehnung zu- 
sammen fallen. Es verhält sich hier mit der Ebene ähnlich^ 
wie mit der graden Linie. Durch einen Punct sind unzählig 
viele grade Linien möglich , durch zwei Puncte aber nur eine, 
deren Lage dadurch völlig bestimmt ist. Durch ein oder 
zwei Puncte sind unzählig viele Ebenen möglich, durch drei 
aber nur eine, deren Lage dadurch bestimmt ist. 

Zusätze. 1) Wenn zwei Ebenen drei nicht in grader 
Linie liegende Puncte gemein haben, so fidlen sie zusammen 
und bilden nur eine Ebene. 

2) Man sagt von mehreren Puncten im Baume, durch welche 
eine Ebene gelegt werden kann, s'e liegen in dieser Ebene 
oder in einerlei Ebene. — Durch je drei beliebige Puncte im 
Räume (z. B. drei Thurmspitzen) kann man immer eine Ebene 
gelegt denken, aber nicht durch je vier (viel weniger durch 
fünf, sechs etc.), es sei denn, dass der vierte Punct schon mit 



*) B«l Ebenen bedeutet das Wort legen (durch Punete hindnreh^ 
l&hren) dasselbe, was bei Linien ziehen heisst 
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Aen dl^ nndern in einerlei Ebene läge. Bk erUbt sieb 
hieraus, weshalb ein dreibeiniger Tisch immer fest steht, wie 
imebai auch der Ghxmd, worauf er steht, sein möge« 

3) Femer ist klar, dass durch zwei sich schneidende Linien 
oder dtu'ch einen Winkel immer eine Ebene möglich und der 
Lage nach bestinunt ist, eben so durch zwei Parallellinien, 
welche dem Begriffe zufolge immer in einer Ebene liegen. 

Zwei Linien, welche kreuzweis über einander weggehen, 
Kegen nicht in einerlei Ebene, sind also auch nicht parallel, 
ot^kioh sie sich nicht schneiden. 

147. 

Lehrsatz. Der Durchschnitt 
zweier Ebenen ist immer ein«!, 
grade Linie, 

Beweis. Seien MN, PQ die bei- 
den sich schneidenden Ebenen. Weil 
nun. sämmtliche Puncte des Dnrch-^^ 
Schnitts beiden Ebenen gemein sind, 
so müssen sie auch in grader Linie liegen; denn, lägen nur drei 
daTon nicht in grader Linie, so müsst^i auch, weil diese 
Puncte in beiden Ebenen zugleich liegen, und durch drei 
nicht in grader Linie liegende Puncte nur eine Ebene mög-; 
lieh ist, beide Ebenen zusammen fallen, und konnten neh 
nicht schneiden« 

148. 

ErJdftnmg. Wenn eine Linie, AP (siehe folgende Figor)^ 
so auf einer Ebene, MN, steht, dass sie mit allen durch den: 
B^flispu&ct P in der Ebene gezogenep Linien PB, PC, PD • ^ * 
rechte Winkel bildet, so sagt man: die Linie stehe senlpreeh^ 
auf der Ebene, und umgekehrt: die Ebene stehe senkrecht 
auf der Linie. In jedem andern Falle heissen beide schräg 
gegen einander. 

149. 

Lehrsati. Eine Linie steht senkrecht auf einer 
Ebene, wenn sie nnr auf zwei sich schneidende» 

Linien in derselben senkrecht steht 

LiilMen'f Rlem«ntar - Geomelrie. 8 
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Snrdi. ^nen BD^ CK £e ^ideqi, 

in dfir Ejbe&e MN liegeadea .und-t 

ffidi in P admeideiideo linien^imd: 

AP auf beiden seokrecht^ ao dass 

^h=ÄJPO=^90P^*) so haben wir 

aar zu sdgen, daas AP dann auch 

auf jeder andern beliebig durch P 

gezogenen Ldnie^ HG, senkrecht 

steht. 

Wefl nach Voranssetzong APB=ApC:=:90^, so sind aock 

ihre Nebenwinkel APD und APE Rechte (§. 28). Nimmt 

man mm PB=PC=PD = P£, zieht BC und DE, so ist 

zuerst ABPC ^ aDPE (§. 34), dann aBPG ^ ADPH 

Q. 37); hieraus folgt: PG=PH und BG=DH. Denkt man 

dch jetzt die Puncte B, C, D, E mit A verbunden, so 

erhalt man vier gleiche, bei P rechtwinklige Dreiecke, nämlich 

^APB ^ AAPC ^ A APD ^ A APE, weil sie alle eine 

Cathete, AP, gemein und die andern Gatheten PB, PC, 

PD, PE gleich haben, es sind also audi ihre schräg g^en 

die Ebene MN angerichteten Hypotenusen gleich, nämlich: 

AB = AC = AD = AE; mithin sind nun auch die schräg 

g^gen die Ebene MN au&tehenden Dreiedce ABC und ADE 

gleich und gleichschenklig, also auch die Winkd an den 

beiden Grrundlinien BC und DE einander gleich, daher 

£B&s=ÄDB. Denkt man jetzt noch AG und AH gezogen, 

so ist erstlich A ABG ^ A ADH (§. 34). (Denn wie Torhin 

bewiesen, istBG=DH, AB=AD und ABG=A5a[, folgUch 

auch AG = AH. Das Dreieck AHG ist also ein gleich- 

sdi^nkliges und P die Mitte der Grundlinie^ folglidh steht 

anch AP auf HG senkrecht (§. 44), und da dies für jede 

andere durch P gezogene Linie gilt, so steht auch AP auf 

der Ebene MN senkrecht (§. 148). 



^ Die nicht in der Ebene MN liegenden Winkel und Linien können 
fa der Zeichnung nicht in natürlicher Grosse erscheinen, deshalb rnuss 
hier die Einbildougskraft su Hülfe kommen. Um sich diesen und ähn- 
liche SatEe la Teranschaulichen, ndime man die Oberfläche des Tisches 
als die Ebene MN, siehe darauf die Linien BD, C£, und stecke senkrecht 
ftf «dl^M la P einen Stift ein. Die übrigen, aufin&Hs gehenden Linien, 
Wia AB, AC ecc kann maa sich leicht hinandeokea, oder abenialls dardi 
aehräg «ingesteckte Sti^ ansehan1i<^ machan. 
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ft aü Ür Uoh iebr, dto I) «x>ii^eiMa.Panei 
ausserhalb oder imifrliälb einer SSbene Äur ehir Parpendikel 
auf dieser Ebene möglich ist; 2) dass die von einem Punct 
an eine Ebene gehende Senkrechte kürzer ist, als jede 
Schräge. — Unter Entfernung emes Poncts von einer Ebene 
Tersteht man immer 4as auf diese (nothigenfalls erweitert 
gedachte) Ebene gefällte PerpendikeL 

150. 

SrklAnmg. Die Neigung einer schrägen 
Linie, AB, gegen eine Ebene, MN, wird im- 
mer durch, den spitzen "Winkel bestimmt, 
der entsteht, wenn man von einem belie- 
bigen Punct, A, der Schrägen ein Per- 
pendikel, AP, auf die Ebene fällt, und 
den FusspunctP desselben mit dem Fuss- 
punct B der Schrägen yerbindet. Durch 

diesen Winkel ABP ist dann die Neigung der Schrägen 

gegen die Ebene bestimmt. 





151. 

Lehxsati. Wenn Ton einemPuncte^ 
A, mehrere Schrägen Yon glei- 
cher Länge an eine Ebene gehen, 
so liegen die Fusspunote dieser 
gleichen Schrägen alle in der 
Peripherie: eines Kreises^ dessen 
Mittelpunct der Fusspunct des 
Ton demselben Punct A auf die 
Ebene gefällten Perpendikels ist. 
Beweis. Sei ABasACs=ADs=etc imd AP perpendikulär 
aaf MN. Denkt man nun P mit B, C^ D* • verbxmden^ so 
sind aUe entstehenden bei P rechtwinkligen Dreiecke einander 
gleich, weil sie nach Voraussetzung gleiche Hypotenusen und 
eine Cathete, AP, gemeinschaftlich haben. Daher: 
PB == PC = PD =a etc. (§. 107 oder §. 56, Zusatz.) 
Zusatz. Bestimmt man in einer Ebene drei Puncto B, C^ 
D, welche von einem, ausserhalb liegenden Punct^ A^ gleich 
weit entfernt sind, und beschreibt dann durch, diese drei Poncte 

8« 
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dlM Ttm A avf die EbcM icefifilen Pirpoidättla 



152. . . 

LAnati. Wenn man von ei^ 

nenli Puncte, A^ eine Schräge^ 

AB, und eine Senkrechte, AP, 

an eine Ebene zieht, dieFuss- 

puncte B und P verbindet, und 

auf dieser Verbindungslinie, 

im Fusspunct der Schrägen ein 

Perpendikel, CB, errichtet, so 

ist dieses auch senkrecht auf der Schrägen AB. I^ 

Reichen: Wenn AP senkrecht auf der Ebene MN und 

CbP = 90° ist, so ist auch CBi = 90°. 

Beweis. Verlängere CB, so dass BD = BC, ziehe PC, 
PD^ 80 sind die bei B rechtwinkligen Dreiecke PBC un4 
PBD gleich , daher PD =PC. Verbindet man jetzt C und D 
mit A, so sind die bei P rechtwinkhgen Dreiecke APC und 
APD, wegen ihrer gleichen Catheten, gleich; daher AC= AD. 
Das Dreieck ACD ist also gleichschenklig, und da B die 
Mitt^ der Orundlinie OD ist, so ist auch ÄBC=90^ 

158. 

Lshrsati. . Wenn eine Linie 
senkrecht auf einer Ebene 
steht, so ist auch jede damit 
Parallele auf der Ebene senk- 
recht. 

Beweis. Sei AP senkrecht auf 

MN,undEB|| AP. Alsdann kann 

man sich durch die Parallelen APf 

EB eine Ebene, EP, gelegt d^ikea 

(§. 146, 8), welche die Ebene MN in der gtadenlomePB 

schnddet. Weil nun nach Voraussetzung XPB==90^ tmd 

£B.[| AP, so ist auch £BP==:90''. Denkt man sich nun CB 

auf PB senkrecht, so ist CB auch senkrei^t auf der Schrägen 

AB (§. 152), mithin ist auch CB senkrecht Auf der durch BF 
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ond BA getegteo Ebene, dbo auch senkrecht auf BB (§.149^ 
Die mit AP Parallele EB macht also mit BP und BC recht» 
Winkel , ist also senkrecht auf der Ebene MN (§• 149). 

Snsati L Da in einem Puncte nur ein Perpendikel auf 
einer Ebene möglich ist, so folgt, dass, wenn man umgekehrt 
in dnem Puncte, B, ein PerpencUkel EB auf der Ebene MN 
errichtet, dieses mit jeder andern auf MN senkrechten Linie, 
AP5 parallel sein muss. 

Znsats 2. Wenn zwei Linien mit einer dritten dnzeln 
parallel sind, so sind sie unter einander parallel. Denn denkt 
man sich durch die dritte Linie dbe senkrechte Eb^ae gelegt, 
so steht auf dieser auch jede der beiden Parallelen senkrecht. 



154. 

Lehnats. Wenn die Schenkel 
zweier, nicht in einer Ebene lie- 
genden Winkel, BAC undEDF, nach 
denselben Seiten hin parallel sind) 
so sind die Winkel gleich. 

Beweis. Man denke sich von d«n 
parallelen Schenkehi gleiche Stücke abg^ 
schnitten, AB=DE und AC^DF, dann 
BC und EF gezogen, so wie auch AD, 
BE,CF. DannistADJLBEundADJLCF. 

(§. 93); folglich CFJLBE (§. 153, 2), also auch BC:==]5F. 

Mithin ist aBAC ^ AEDF (§. 41) und hieri^: 

ßXC = EDF. 

155. 

BrUänmg. Unter Neigung zweier Ebe 
neu, MQ, PN, gegen einander versteht 
man allemal den Winkel, der entsteht, 
wenn man auf ihrer gemeinschaftUchen 
Durchschnittslinie MN in einem beliebigen 
Punct, J, zwei Perpendikel errichtet, wo- 
von das eine, 6 c, in der Ebene MQ und das 
andere, b a, in der Ebene PN liegt. Da der 
Punet b in der Durchschnittslinie MN zufolge §. 154 ganz 
willkürlich genommen werden kann, so ist durch den »Winkel 
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«1» di^l^eifii9g d^ beid^ Ebc^^a g^'f^ emander TolikommeD 
befitimmt. Denkt man sieb die obere Ebene PN om die Dureh- 
•chnittfliinie ^N so lange gedreht, bis der Winkel ab€ ein 
rechteir wird^ so sind die Ebenen senkrecht gegen eiaander. 

156. 

Lehrtati. Wenn zwei Ebenen, 
MN, PQ, auf einer und derselben 
Linie, AB, senkrecht stehen, so 
sind sie parallel. 

Beweis. Durch die Linie AB denke 
man sich noch eine dritte Ebene, GD, 
gelegt und diese um AB ganz herum 
gedreht, so sind ihre jedesmaligen 
DurchschnittsUuien in den beiden Ebenen 

MN, PQ, z. B. die Durchschnitte GH 

und CD, weil auf AB senkrecht (§. 148) imd in einer Ebene, 
GD, liegend, stets parallel, also auch die Ebenen MN und 
PQ, in welchen die Durchschuittslinien liegen. 

Zniati L Wenn zwei parallele Ebenen von einer dritten 
geschnitten werden, so sind die Durchschnitte parallel, die 
Wechselwinkel und gleichliegenden Winkel gleich etc. 

Znsatz 2. Wenn zwei sich schüi^idende Ebenen zugleich 
auf einer dritten Ebene senkrecht stehen, so ist auch ihre 
Durchschnittslinie auf der dritten Ebene senkrecht. Es seien 
£• B. die zwei an einander stossenden ebenen Wände eines 
Zifanmers auf dem ebenen Fussboden (oder Decke) senkrecht, 
so ist es auch ihr Durchschnitt. (§. 149 und §. 155.) 

Anmerkung. Die vorhergehenden Sätze kommen oftmals 
zur Anwendung, namentlich beruht auf ihnen die Theorie 
sowohl der perspectivischcn, als auch der geometrischen 
Zeichnenkunst. 

157. 

*) Aufgabe. Es ist ein beliebiges eben^ Vieleck, z. B. ein 
Viereck, ABCD, gegeben, auf der Ebene dieses Vierecks denke 
man sich im Puncte P ein (in der Zeichnung nicht angege- 
benes) Perpendikel von gegebener Länge , SP, errichtet. Man 
soll nun über die Seiten des Vierecks Dreiecke zeichnen, die 
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gegen Miss Viereck aufgeklappt im Endpnnct 8 des Pe^efl- 
dikeb SP zusammenstossen und ein schliessendes Dacb1)3deii* 

Auflftfiuig. Vom' FuBspuncte P des Perpendikels SP (in 
der Zeichnenkunst heisst P Jle Projection von S) falle acL 
die Seiten des Vierecks die Perpendikel PG, PH, PJ, PK 
und zeichne dann rechtwinklige Dreiecke, welche diese P^- 
pendikel nnd die Hohe des Daches SP zu Catheten häbeii, 
80 sind die Hypotenusen die nothigen Verlängerungen der 
von P auf die Seiten^ des Vierecks gefällten Perpendikel. 
Die Winkel SGP, SHP-*- geben zugleich die Neigungen 
•der Dächer SAD, SAB-** gegen die £bene des Vierecks 
ABCD an. (§§-152, 155.) '; 

Zusatz. Halbirt man zwei benachbarte Winkel desViä- 
'ccks, z. B. A und B, und nimmt den DurchschnittspunCt d<er 
Halbirungslinien als Projection der Spitze des zu construirenden 
Daches, so würden drei Dächer, SAB, SAD, SBC, gleiche 
Neigung gegen die Grrundfläche ABCD bekommen. Soll diese 
Neigung 45^ betragen, so muss man die Hohe des Dadbes 
gleich den, vom bestimmten Projectionspunct auf die di^i 
Seiten AB, AD, BC gefällten und gleichen Perpendikeln 
nehmen« 
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Von den KOrpem und deren Bereduuing. 

158. 

SrkUrang«!!. Korper heisst jeder von allen Seit^i be- 
grenzte Raum* Die Summe aller ihn begrenzenden Flächen 
heiBSt die Oberflache des Körpers. So wie aber ^ne Fläche 
durch eine einzige Linie begrenzt sein kann, z. B. der Kreis, 
so kann auch ein Körper durch eine einzige Flädie begrenzt 
sein, z. B. die Kugel. Ausser den, später näher zu erwähnen- 
den drei runden Körpern: Cylinder, Kegel und Kugel, be- 
schäftigt sich aber die Elementar -Geometrie nur mit sol- 
chen Körpern , welche von lauter ebenen Flädien (EbenenJ" 
begrenzt werden. 

Die Idnien, in welchen sich irgend zwei den Körpa* be- 
grenzende Ebenen schneiden, heissen Kanten. An den 
Puncten, in welchen drei oder mehrere Grenzebenen zusam- 
menstossen, entsteht das, was man, von aussen betrachtet, 
m^e Ecke, von innen gesehen, einen körperlichen Win- 
J^el nennt. Um eine Ecke oder körperlichen Winkel zu 
jbilden, sind also wenigstens drei durch einerlei Punct gehende 
JSbenen erforderlich. 

Ein Körper wird manchmal nach der Anzahl der ihn be- 
grenzenden ebenen Flächen benannt, ein achtflächiger Körper 
z« B. wird von acht Flächen begrenzt. Von weniger als vier 
Ebenen kann ein Körper nicht begrenzt sein* Körper, welche 
in der Praxis häufig vorkommen, und deren Namen deshalb 
wohl zu merken, sind folgende: 

1) Prisma. Jeder Körper, begrenzt durch zwei gl eich e Viel-^ 
ecke^ welche man die Grundflächen nennt, deren gleiche Seiten 
pfirallelund dessen andere Flächen, Seitenflächen genannt, folg- 
lich Parallelogramme sind (§. 93), heisst ein Prisma, und zwar 
ein dreiseitiges, vierseitiges etc., je nach dem die Grundflächen 
Dreiecke, Vierecke etc. sind. Die Kanten, in welchen irgend 
zwei Seitenflächen sich schneiden, nennt man hier Seitenlinien. 
Ein jedes Prisma kann man beschrieben denken, indem die 
eine untere Grundfläche sich an zwei parallelen Seitenlinien 
und stets parallel mit sich selbst bis zur obem Grundfläche 
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b#w«ft (mIm ISgw f. IfiS). in jedem Prisma «ind die 
Seüenlimea einMider gletoh and panlld. 

2) Ein Priema heisst grade, wenn die Seitenlinien senk« 
nscht auf der Grundfläche stehen, mitlun alle Seitenflächen 
Rechtecke aind. 

8) unter Höhe eines Prismas yerstdit man den Abstand 
der beiden parallelen Grundflächen, nämlich das von einem tie« 
Gebigen Punct der einen Grundfläche auf die andere (nothigen- 
&Us erweitert gedachte) Grrundfläche gefällte Perpendikel. Bei 
einem graden Prisma geben schon die Seitenlinien die Höhe an. 

4) Sin grades Prisma heisst regelmässig, wenn die Grund- 
flächen regelmässige Vielecke sind. 

5) Barallelepipediim heisst jedes Prisma, dessen Grund- 
flidien Parallelogramme sind (s. Figur §. 159). Sind die 
Qnmdflächen und Seitenflächen Rechtedce, so heisst das 
Parallelepipedum ein grades und rechtwinkliges. 

6) Cobns (Wiirfel) heisst jedes Parallelepiped, dessen 
Qrandfläciien und Seitenflächen Quadrate sind, die folglieli 
gkbh und senkrecht auf einander sind. 

7) CSylinder (Wake) heisst jedo* prismatische Körper, der 
Kwei gleiche und parallele Kreise zu Grundflächen hat , und 
dessen Seitenfläche eine einzige solche krumme ist, deren 
sammtliche mit der Grundfläche paraDelen Durchschnitte der 
Girandflac^ gldch sind. Man unterscheidet grade und sdnefe 
Cylinder. Nur ersterer gehört in die Elementar-GeometrJe, 
und diesen kann man sich durch Umdrehung eines Rechtecks, 
R<3BG, um die Seite £C, als Achse beschrieben denken 
(«. Figur §. 164). Die Badien EG und CB beschreiben dann 
gbiehe und parallele Ejreise, die Seitenlinie GB die in sich 
inrnoklaufende krumme Seitenfläche. 

8) Pyramide heisst jeder Körper, dessen Grundfläche ein 
beliebiges Vieleck ist, und dessen Seitenflächen Dreiecke sind, 
die in einer Spitze, S, zusammenstossen (s. Figur §. 166). 

: Ein von der Spitze der Pyramide auf die Grundfläche ge- 
faBtes Perpendikel heisst die Höhe der Pyramide. Eine Pyra- 
mide wird nach der Anzahl Seiten der Grundfläche benannt: 
dreiseitige, vierseitige etc. Femer heisst eine Pyramide regel- 
mässig, wenn die Grundfläche ein regelmässiges Vieleck ist, 
und das von der Spitze darauf gefällte Perpendikel den 
Mittelpunct des regelmässigen Vielecks trifilt. 
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9) Kagel hdlist jeder pcframicBkihe K9tpet, dMta Gästtfid^^ 
fläche ein Kreis, und dessen iSeitenfli&Qhcf'cSiie einzige edldie- 
kromme ist, dass darin Tem der Spitze naoh jedem Puhct' der 
Peripherie der Grundfläche eine grade Linie ge2;ogen wetdieki^ 
kann. Die von der Spitze nach dem Mittelpunct der Gh^nd^* 
iäohe gehende Linie heasst die Aolise des Kegels. Man itäter^ 
sc&eidet grade und schiefe Kegel Nur ersterer gebort' 
hieher und diesen kann man sich bescdirieben denken«, ii^^ 
dem ein rechtwinkliges Dreieck, SCB, sich um eine C»thlBt«»^ 
SC, als Achse dreht. (S. Figur §. 170-) : >> 

10) Zwei Körper heissen symmetrisch, wenn alle Be- 
standtheile derselben, wie Ecken, Winkel, Seiten^lchen ^.l 
einzeln genommen, vollkommen gleich sind, jedoch in ^er 
Zusammenaetzung gerade entgegengesetzte Lage haben, so' 
4ass dasselbe Stück, welches bei dem einen Körper rechti, 
oben etc. in dem andern links ^ unten etc. liegt. Obgleich 
solche symmetrische Körper scmst vollkommen gleich sin^ 
{z^ B. ein Paar Stiefel), so können sie doch, wegai der entr 
gegengesetzten Lage ihrer gleichen Theile, nicht in einander 
gedeckt werden (nicht congruent sein). 

159. 

Lehrsatz. Ein Parallelepipedum wird durch eimm 
Diagonal-Ebene in zwei gleich grosse dreiseitige 
Prismen getheilt*) 

Beweit. Man denke sich dutdli: 
zwei gegenüber liegende parallele 
Seitenlinien, CO und AE, eine Ebene 
(Schnitt) geführt, so wird dadordh 
das ParaUelepiped AO offenbar in 
zwei dreiseitige Prismen getheilt. 
Das rechts liegende dreiseitige Pri»*' 
ma hat die Ebenen BCOF, ABFS 
und die Diagonal-Ebene ACOE zu 
Seitenflächen, das links liegende cKe 
Ebenen ADHE, DCOH usd die 



*) Des leichtern Verständnisses halber möge der Anfänger cuTor 
|§. 161 und 162 lesen. Aneh mSge mto steh solche Körper ans einer 
■reichen Masse formen. 
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DiRgooal-£bene zu Seiteiifliche. f. Betrachtet man im rechts 
liegenden Prisma das Dreieck ABC, und im links liegenden 
das Dreieck HEG als untere Grundfläche, so sind die Grund* 
flächen in beiden gleich, und da auch die Seitenflächen in 
beiden Prismen, sowohl gegen ihre Grundflächen ABO, HSG, 
als iint^ äniander dieselbe Neigung haben (§§. Iö5 xind 
156, 1), so sind die Prismen jedenfalls symmetrisch gleich 
(gleich gross). Wäre das Parallelepiped ein grades, so 
konnte man beide Hälften in einander gesteckt denken. 



160. 

Lehrsatz. Ein schiefes Parallelepipedum ist so 
gross, als ein grades von derselben Grundfläche 
und Hohe. 

Beweis. Man nehme zuerst an, dass die beiden obem 
Grundflächen zwischen denselben Parallelen AK, DM liegen 
und denke sich die Parallelen AD, BC, JL, KM,— EH, FG 
gegen die Bildfläche aufgerichtet, z.B. senkrecht auf der Ebene 
des Papiers, so dass also AB, JK, EF in der Bildfläche, DC, 
LM, HG aber davor liegen. Das Parallelepiped AG kann man 
sich nun auch beschrieben denken, indem sich die hintere 
Seitenfläche AB FE parallel mit sich selbst und an den bei- 
den parallelen Linien AD, BC hingleitend, bis zur vordem 
Seitenfläche DCGH aufbewegt (§.158, 1), eben so kann man 
sich das Parallelepiped JG durch die parallele Bewegung der 
hintern Seitenfläche JKFE bis zur vordem LMGH entstan- 
den denken. Eben so kann man sich nun auch die beidec 
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dreiseitigen Prismen KBO und JAH beschrieben detikeii, la» 
dem beim erstem die hintere Flache, nämlich das Dreieck 
KBF, parallel mit sich selbst bis zur vordem MCO, und 
beim andern Prisma die hintere Flache JAE bis sur vor- 
dem LDH sich bewegt. Diese beiden dreiseitigen Prismen 
smd aber offenbar vollkommen gleich. Subtrahirt man von 
beiden das dreiseitige Prisma, von weichem JB8 die hinteriBi 
und LCN die vordere Grundfläche ist, und addirt zu dm 
gleichen Resten wieder das dreiseitige Prisma, von welekam: 
SEF die hintere und NHG die vordere Grundfläche ist, so er^ 
hält man die beiden fraglichen und gleichen Parallelepipeda. 

Läge die obere Grundfläche des schiefen Parallclepipedoiiif 
mit der des graden nicht zwischen denselben Parallelen, so 
kann man auf gleiche Weise erst zeigen, dass es einem 
solchen, und folglich auch dem graden an Grosse gleich ist 

Znsats 1. Parallelepipeda von derselben Grundfläche und 
Hohe sind gleich gross. 

Zusati 2. Weil jedes der beiden Parallelepipeda durch 
eine Diagonal-Ebene in zwei gleich grosse dreiseitige Prismen 
getheilt wird (§. 159), so ist klar, dass auch jedes schiefe 
dreiseitige Prisma so gross ist, als ein grades von derselben 
Grundfläche und Hohe. 

Zusatz 3. Weil jedes Prisma in dreiseitige zerlegt wer« 
den kann, so ist auch jedes beliebig vielseitige schiefe Prisnui 
so gross, als ein grades von derselben Grandfläche und Höhe. 

It». 

Körpennaass. Um von der Grösse eines Körpers einen be- 
stimmten Begriff zu erhatten, muss ausgemittelt werden, wie 
oft ein anderer, als Maasseinheit betrachteter Korper darin 
enthalten ist. Als die bequemste Form der Einheit zeigt sich 
hier sogleich der Cubus (§. 158, 6). Solche cubische Körper- 
einheiten giebt es nun von verschiedener Grrösse, die alle nach 
der ihnen zu Grunde liegenden Längeneinheit benannt werden. 
Ist z. B. der zur Maasseinheit genommene Cubus ein Fnsf 
lang, breit und hoch , mithin jeder seiner sechs Flächen ein 
Quadratfuss, so heisst dieser Cubus oder der von ihm ausge- 
füllte Raum, ein Cubicfuss. Ist der Cubus 1 Zoll lang, breit 
und hoch, so hat man 1 Cubiczoll. Hiernach verstdit man 
auch, was eine Cubicelle, Cubicmeile etc. heisst. 
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Wem man nun, wie oft eine si^Mie eiibi0dhe Binbeil^ 
z. B. 1 Cubicftuw, in einem Korper enthalten kt, so giebi. 
dteee Zahl, verbunden mit der deüdicben Vorstellung der 
Einheit, einen bestimmten Begriff von der Grosse (Cubioinhah, 
Ilaumesinhalt, Volumen) des Körpers. Wie man diese Zahl 
finden kann, zeigen folgende Sätze. 

102. 

Lehrsatz. Der Inhalt eines Prismas 
ist gleich dem Prodnete aus Grund* 
fläche und Höhe. 

Bedeutet F den Quadratinhalt der Grund- 
fläche, h die Höhe und V den Cubicinhalt 
(Volumen), so ist in Zeichen: 
V=A.P 

Beweis. Zeigen wir zuerst, dass der Satz wahr ist für 
ein grades rechtwinkliges Parallelepipedum. 

Angenommen, ein Zimmer habe diese Form imd es sei die 
Länge desselben = 10', die Breite = 8' und die Höhe « T. 
0ann wäre der Quadratinhalt des Fussbodens r=80D' ^uid es 
könnten dann (weil die Grundfläche eines Cubicfusses 1 Quftn. 
dratftiss ist) offenbar 80 Cubicfuss (Würfel) auf demFussboden 
neben einander stehen. Ist nun die Höhe des Zimmers 7 y so- 
würdeti (weil die Höhe eines Cubicfusses 1 Fuss ist) sieben 
solche Schichten von je 80 Cubicfuss das ganze Zimmer genau 
ausfüllen, mithin der Cubicinhalt des Zimmers =7 • 80ss560 Cu- 
bicfuss sein. — Wäre die Grundfläche des graden Parallel^ipe^ 
dums statt eines Rechtecks, wie hier angenommen worden, ein 
Parallelogramm, so findet offenbar dieselbe Regel statt, ohne 
dass man nöUiig hst, das Parallelogramm erst in einRechlteck 
zu verwandeln. Und hiernach erbellt nun wohl, dass man den 
Cubicinhalt dnes jeden sowohl graden als schiefen Prismas 
(§. 16Ö, Zusatz 3) findet, wenn man erst den Quadratinhalt 
der Grundfläche sucht und diesen mit der Höhe multipUcirt; 
denn so viel Quadratfuss die Grundfläche hält, so viel Cubic- 
fuss könnten (gehörig geformt) auf derselben neben einander 
stehen, und man hat dann die Anzahl Cubicfuss in dieser 
unt^tn Schicht so oft zu nehmen, als die Höhe Fuss enthält. 
Zusatz L Die Seitenfläche eines graden Prismas wird 
erhalten, indem man den Umfang mit der Höhe multiphcirt; 
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dalnV ^Birtoil ktte mzehiea'. SaitenAach^a lauter Bedbtccke ron 
gl<öcher Höh^ sind, so «ad ^e alle zusammen offenbar glrich 
einem emsigen Rechtecke von derselben Hohe,, und dessen 
GrmndKnie gleich dem Um£Einge ist. 

Zosati.S. Um die Seitenfläche eines schiefen Prismas zu 
erhalten, berechne man die einzelnen Seitenflachen, indem 
man zwischen je zwei der gleichen und parallelen Seitenlinien 
ein Perpendikel fallt. Die ganze Seitenfläche ist also gleich 
einem Parallelogramm oder Rechteek, dessen Grundlinie gleich 
der Seitenlinie, und dessen Höhe gleich dem Umfange einet^ 
auf den Seitenlinien senkrechten Durchschnitts ist. 

Anmerkung. Beim Reduciren der Zahlen auf höhere oder 
niedere Einheiten muss man bemerken, dass nach dem Duo- 
decimalsystem 1 Cubicfuss = 1728 Cubiczoll und nach dem 
Decimalsystem 1 Cubicfiiss = 1000 Cubiczoll ist« 

163. 

AB%aben. 1. Die Grundfläche eines dreiseitigen Prismas 
sei ein rechtwinkliges Dreieck, dessen eine Cathete, b=^S' 9'*, 
die andere c^& 10", die Höhe des Pri»nas sei &=14' 8''; 
wie gross ist der Cubicinhalt V? 

2. Wie gross ist der Cubicinhalt einer Säule von Sand- 
stein, und wie gross ist ihr Gewicht, wenn ihre Höhe = 16' 8", 
ihre Grundfläche ein Quadrat ist, dessen Seiten = 2' 9'' und 
das Gewicht von 1 Cubicfuss Sandstein = 158 U ist. 

• 3. Der Cubicinhalt einer Eisenstange ist 3 Cubicfuss 8 Cu- 
biczoll (3 O' 8 <P"), die Grundfläche ist ein Rechteck, dessen 
eine Seite = 8", die. andere = 6"; wie lang ist die Stange? 

Amtwort (l)V=438ifO'=438 tf' 816 O". (2)U6J^«'=: 
»26 «^ 72 9^'. Gewicht = 19914,^ 1?. (3) 9^ Puss. 

164. 
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gJütiohjdf^ifi £fD4tici«i< auf GmndflAahe und Jldhe.; 
2) Die Seitenfläche des Cylinders ist gleich d«m) 
P rodlet atis dem Um fang .und der Hohe. 

Bezeichnet h die Höhe des Cylinders , r den Itadiiis der 
Grundfläche, V den Cubicinhalt und F die Seitenfläche, so 
ist in Zeichen: 

V = hf^n (i) 

F = 3r3rA («) 

Bewfliis. Der Cylinder kann als ein r^elmässiges Prismk 
▼on onendUck^ Seitenzahl betrachtet werden. Da nun die 
Grandfläche = r'^n (§. 140) und die Hohe A, so ist V = Ar^ar. 
Was die SeitCDfläche (Mantelfläche) betrieb, so kann man sich 
dieselbe Tom Cylinder abgewickelt denken und erhält dann 
o£Eenbar, wenn (wie für die Fläohenberechnung vorausgesetzt 
wird) der Cylinder ein grader ist, ein Rechteck, dessen 
Hohe = A, und dessen Gnmdlinie gleich dem umfange der 
Grundfläche = 2r« ist (§. 140). Die Formel (1) gilt selbst- 
verstanden auch für einen schiefen Cylinder; die Seitenfläche 
eines solchen kann aber nur durch höhere Mathematik ge-* 
fiinden werden, weil die Abwickelung kein Rechteck giebt. 
Ziifolge §• 162, Zusatz 2 ist die Seitenfläche eines schiefen 
Cyiinders gleich einem Rechteck, dessen Grundlinie gleich 
der Seilenlinie, und dessen Höhe gleich dem umfange eines 
auf der Seitenlinie senkrechten Durchschnitts ist. Dieser 
Umfang ist aber kein Eureis und lässt sich, wie gesagt^ 
nnr durch höhere Mathematik berechnen, für practische 
Zwecke aber leicht genau genug messen. 



' X65. 

AnfJB^aben. 1. Wie gross ist der Inhalt V, und die Seiten- 
fläche F eines Cyiinders i d^sen Höhe A -= 4' 8'', und dessen 
Radius r =: 9'' ist 

'3; Ein cylindrisches Gefass soll V s 80 d/ halten, der 
Rkdius desselben rs2'4'^ sein. Wie gross muss seine Höhe 
h genommen werden* 
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8. Eb Oylkder «öH A » Vr hoch sek tind Vm^n^ 
Inhok haben. Wie groM uam der Radkii der OhumU 
fliehe eein. 

Antwort E6i8t<l)V»8^4»'iiiidF»22a'* {%yhmt:4^^ 
*'Wv (3) r = 1,595'... 

1C6. 

Lehnati. Der Durchschnitt 
einer Pyramide, welcher mit 
der Grundfläche parallel ist^ 
ist mit derselben ähnlich, und 
die Flächeninhalte des Durch«- 
Schnitts und der Grundfläche 
verhalten sich, wie die Qua.» 
drate der zugeh5rigen Hofaen^ 

abcd : ABCD = WK^ : SB*. 

Beweis. WeU die Linien ab^, 

AB in parallelen Ebenen liegen^ 8<> 

können sie sich nicht schneiden j weil 

sie aber zugleich auch in einerlei 

Ebene'Iiegen, nämlich in der Ebene des Dreiecks SAB, so 

sind sie parallel. Aus gleichem Grunde ist auch 6c || BC etc. 

Die Winkel des Durchschnitts und die der Grundfläche sind 

also paarweise gleich (§. 154). Femer ist nun auch (§. IIT), 

ab : AB = Sa : SA oder auch^ indem man noch die Fusspuncte 

K und H der Perpendikel SE, SH mit den Eckpuncten 

des Durchschnitts und der Gnmdfläche verbunden denkt^ 

weil dann auch aK || AH, bK \\ BH etc. 

aJ : AB = Sa : S A = SK : SH 
eben so: Je : BC = SJ : SB = SK : SH etc. 

Es verhalten sich also je zwei parallele Seiten, wie SK : SH^ 
daher: 

ab i AB = b€ :BC = ed : CD 6tc. 
mithm ist: abcd c^ ABCD (§. 116). 

Nach §. 126 irt nun abcd : ABCD = ÖJ» : 5B«. Weil aber 
SK:SH=^a6:AB, also awh SK^:SH«=53^:SB*, so ist. 
auch, wie der Lehrsatz behauptet, abcd : ABCD^SK* ; SH* ^. 
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Wäre z. B. SH zwei, drei, yiermal grosser, als SK, so 
wäre die Grundfläche vier, neun, sechszehnmal so gross, 
als die Fläche des Durchschnitts. 

Beispiel L Es sei SK = 5', SH = 12', ABCD = 40D' 
Wie gross ist abcd = ar? 

Antwort Man hat o? : 40 = 5* : 12* und hieraus 4?= ß^^J Q' 

Beispiels. Es sei SH= 12', ABCD = 600'- Der Durch- 
schnitt ahed soll 20G' sein, auf welcher Höhe SK = 4 
muss er genommen werden? 

Antwort Aus 20 : 60 = o^ : 144 folgt x = 6',0- • • 



167. 



Lehrsati. Pyramiden von gleich grosser Grund- 
fläche und Höhe sind inhaltsgleich. 

Beweis. Man überlege erst Folgendes: Wenn zwei gleich« 
grade Linien, ab=^abj sich parallel 
mit sich selbst auf gleiche Höhe 
bewegen, so beschreiben sie offen- 
bar gleicheFlächen (§. 96, Zusatz). 
Auch müssen sie gleich grosse 
Flächen beschreiben, wenn sie bei 
ihrer parallelen Bewegung gleich- 
zeitig und in demselben Verhält- 

niss bis zu Null abnehmen. Auf diese Weise kann man 
sich die Dreiecke daly fab beschrieben denken, wenn die 
Seiten ab auf der Hälfte ihres Weges um die Hälfte, auf 
dreiviertel ihres Weges um dreiviertel u. s. f. abnehmen. 

Lnbseo's Blementar- Geometrie. C) 
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Bbtn so kann man sich nun die beiden Pyrsmiilw hm^ 
scbrieben denken. Sind nämlich ^ wie AorL^nvatz voraus- 
setxi, ihre Grundflächen g^cid gross, ABC = GHJK, und 
ihre Höhen glttc^ so sind auch je zwei Durchschnitte von 
gleicher Hohe einander gleich, weü sie stets nach §. 166 die 
g^dbhvielsten Theile von den gleichen Grundflädien sind. 
Bewegen sich nun die gleichen Grundflächen parallel mit 
sich selbst auf gleiche Höhe, so beach«dihe& mm cihtdnar 
gleich fgf^omm Ifrimaett, xmd eben so auch gleich grosse Py- 
ramiden, indem sie hierbei gleichzeitig und im erwähnten 
Verhältniss bis zu Null abnehmen. 

168. 



Lehrsatz. Ein dreiseitiges Prisma ist so gross, 
,al8 drei Pyramiden von derselben Grundfläche 
und Höhe. 

Beweis. Man lege durch die drei Puncte E^ A, C eine 
Ebene, diese geht dann durch die Linie AC (§§. 5 imd 146) 
und schneidet also eine Pyramide, E, ABC, ab, welche E zur 
Spitze und ABC zur Grundfläche, also dieselbe Höhe imd 
dieselbe Grundfläche, wie das Prisma hat. Denkt man sich 
diese Pyramide E, ABC vom Prisma weggenommen, so bleibt 
eine vierseitige, in Figur 2 dargestellte Pyramide übrig, welche 
E zur Spitze und das Parallelogramm DFCA zur Grundfläche 
hat; legt man nun wieder durch die drei Puncte E, D, C eine 
Ebene, so theilt diese die vierseitige Pyramide E, DFCA in 
zwei dreiseitige, welche die gemeinschaftliche Spitze E haben, 
und wovon die links liegende Pyramide DAC die rechts lie- 
gende DFC zur Grundflache \v\i. Diese beiden Pyramiden 
E, DAC und E, DFC sind aber gleich gross (§. 167), und da 
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die rechts liegende PTremide, in welcher man rach C ab 
Spitie und DFE als die Onindflaohe betrachten kann, den 
saevBt abgeschnittenen Pyraande E, ABC ^ch Itt, sc 
sind alle dr«i Pyramiden, in welche das Prisma aeilegt 
w««dm, gleich gross^ nnd folglich ist, wie der Lditsata 
behaaplei> ein dreisekisres Prisma so gross, als drei ffy« 
rmniden tob derselbeici Grundfläche und Haue. 



169. 

LehrsatL Der Inhalt einer Pj- 
ramide ist gleich dem dritten Theil 
Yom Producte aus Grundfläche und 
Hohe, oder, was dasselbe sagt, 
gleich der Grundfläche mit einem 
Drittel der Höhe multiplicirt. 

Bedeutet F den Quadratinhalt der 
Grundfläche, h die Höhe und Y den Inhalt 
der Pyramide, so ist in Zeichen: * 

Beweift. Jede Pyramide, die keine dreiseitige ist, kanu 
durch Diagonalebenen in solche zerlegt werden, und da 
nun nach §. 168 jede dreiseitige Pyramide gleich dem dritten 
Theil eines Prismas von gleicher Grundfläche und Höhe ist, 
so muss auch jede noch so yielseitige Pyramide gleich dem 
dritten Theil eines Prismas von gleicher Grundfläche und 
Höhe sein. Der Inhalt eines Prismas ist nun aber gleich 
dem Product aus Grundfläche und Höhe (§. 162), mithin 
der Inhalt einer Pyramide gleich dem Product aus Grund- 
fläche und einem Drittel der Höhe. 

Znsttts. Um die Seitenfläche einer Pyramide zu bestim- 
men, muss man die Seitendreiecke einzeln berechnen und 
dann addiren. 

Aufgabe, Eine der egyptischen Pyramiden (ganz von 
Marmor) soll 800' hoch und die Grundfläche ein Quadrat 
sein, dessen Seiten ebenfalls 800 Puss (?) Wie gross ist 
der Inhalt V dieser Pyramide? 

Antwort. Es ist V = 170666666t*'. 
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' Lühriati. 1) Der Inhult eine» 
jgLegels ist gleich demProduct 
aus der Grundfläche. und ei- 
nem Drittel der Höhe. 2) Die 
Seitenfläche eines graden Ke- 
gels ist gleich dem Product 
aus dem halben Umfange und 
der Seitenlinie. 

Bedeutet V den Inhalt, F die 
Seitenfläche, h die Hohe, / die Sei- 
tenlinie und r den Radius des Kegels, so ist in 2ieichen: 

V = ^Ar«3r (i) 

F = Zr3r («) 

Beweis L Man kann den Kegel tds eine regelmässige 
Pyramide von unendlicher Seitenzahl betrachten; er ist des- 
halb auch, was sein Inhalt betrifft, gleich dem dritten Theit 
eines Cylinders von derselben Grundfläche und Höhe. 

2. Was die Seitenfläche (Mantelfläche) betrifft, so kann 
man dieselbe vom Kegel abgewickelt denken. Die Abwicke- 
lung giebt dann, wenn der Kegel grade ist, offenbar einen 
Kreisausschnitt, dessen Bogen, BG, gleich dem Umfange 
des Grundkreises, und dessen Radius gleich der Seitenlime 
des Kegels ist. (§. 141 , 2.) 

Anmerkung. Der Inhalt eines schiefen Kegels wird auf 
dieselbe Weise nach Formel (1) berechnet, die Seitenfläche 
eines schiefen Kegels kann aber nur durch höhere Mathematik 
gefunden werden ^ weil die Abwickelung keinen Kreisans- 
ichnitt bildet. 

171. 

Aufgaben. 1. Der Radius eines grade n Kegels sei r==8\ 
die Höhe ä=4', also die Seitenlinie Z=^VÄ*-f r*=5'. Wie 
gross ist der Inhalt V und die Seitenfläche F? 

2. Der Inhalt eines Kegels ist V = 6 O^' 48 0"y der Radius 
r ;= 10". Wie gross ist die Höhe A? 

8. Der Inhalt eines Kegels ist V = 30 <^', die Höhe 
h =s 8' 9". Wie gross ist der Radius r? 

Antw. (l)V=87f 0^. F=r47^D'. (2)Ä=8tH'- (3)r=l^& 
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Lehrsatz. Die Seitenfläche eines parallel mit der 
Grandiläche abgekürzten Kegels ist gleich dei 
Fläche eines Trapezes, dessen parallele Seiten 
gleich den Peripherien der beiden parallelen Grund- 
flächen, und dessen Höhe gleich der Seitenlinie ist. 
. Bedeutet also l = GB die Seitenlinie, so ist in Zeichen: 

F=.(R + r)Ä/. 
Beweis. Man denke sich den abgekürzten Kegel zu einem 
ganzen ergänzt und dann abgewickelt. Stellt mm die auf 
SB senkrechte Linie BM die Länge der untern Peripherie 
(2Rä = Bit) dar, so ist die auf SG senkrechte Linie GN 
nothwendig gleich der obem Peripherie (2rx = GL) ; denn die 
Bogen BK, GL verhalten sich wie ihre Radien SB, SG; wie 
diese Verhalten sich aber auch die Linien BM, GN. Stellt 
also das Dreieck SBM die Seitenfläche des ganzen Kegels 
dar, so enthält "das Dreieck SGN die Seitenfläche des Er» 
ganzungskegels, und mithin das Trapez GBMN die Seiten- 
fläche des abgekürzten Kegels. In dem Trapez ist nun aber 
BM ^ 2R9r, GN = 2rn. Folglich ist (§. 103): 

F «= ^»^+^^* . / == (R« + r«)/=(R+r)«;. 

Dieser Satz folgt übrigens auch ganz einfach aus der Betrach- 
tung der Figur GLKB, welche man sich als ein Trapez denken 
kami. Wärex.B.R=8',rs=rund<=5'; so wäreF=62f Q'. 
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Seehszehntes Buch. 

VoA der Kngd. 

173. 

ErkUnmgen. Die Kugd ist ein Korper Ton einer ein- 
sigen krommen Fläche dergestalt begrenzt, dass alle Poncte 
derselben von einem innerhalb liegenden Punct, Mittelpunct, 
gleich weit entfernt sind. 

Jede vom Mittelpunct bis an die Oberfläche gehende Linie 
heisst Radius , und jede durch den Mittelpunct nach beiden 
Seiten bis an die Oberfläche gehende Linie heisst Durchmessen 

174. 

Lehrsati. Jeder ebene Durch- 
schnitt einer Kugel ist ein 
Kreis. 

Beweis. Verbindet man beliebige 
Grenzpuncte, A, D, B, E, des Durch- 
schnitts ADBE mit dem Mittelpunct 
C ^ so sind diese Verbindungslinien 
CA, CD, CB. ., als Radien der Ku- 
gel einander gleich, midiin ist nach 
§. 151 die krumme Linie ADBEA 

auf der Kugel ein vollkommener Kreis, dessen Mittelpunct 

der Fusspunct des tou C auf die Ebene des Kreises 

(Durchschnitts) gefällten Perpendikels ist. 

ZusatL Errichtet man auf der Ebene eines Kugelkreises, 

ADBE, im Mittelpunct O ein Perpendikel, so muss dies 

durch den Mittelpunct der Kugel gehen. 
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175a. 

ErkliraagiiL 1. Jeder Kreis aaf der Kugel, dessen Ebene 
durch den Mittelpunct geht, wie GHJK, heisst ein grosster, 
eder andere aber, dessen Ebene nicht durch den Mittelpunct 
geht, wie ADBE, heisst ein kleinerer Kreis. 

Es ist klar, dass alle grossten Kreise einander gleich sind, 
dass jeder die Kugel halbirt, und dass auch je zwei grosste 
Kreise sich halbiren, weil ihre Radien dem der Kugel gleich 
sind (yergl. §. 19). 

2. Die Endpuncte P, Q eines Durchmessers, der durch den 
Mittelpunct O eines Kugelkreises, ADBE, geht und auf dessen 
Ebene senkrecht steht,*) heissen die Pole des Kreises« 

S. Alle Ej-eise auf der Kugel, deren Ebenen parallel 
sind, heissen Parallelkreise. ParaDelkreise, wie ADBB^ 
GHJK, haben also gemeinschaftliche Pole. 

4. Das körperliche Stück einer Kugel, welches, wie AQB, 
Ton der Ebene eines Kreise? und einer krummen Fläche be- 
grenzt wird, heisstKugelabschnitt, die den Kugelabschnitt 
mit begrenzende krumme Flache heisst Kugelhaube, und 
das auf dem Grundkreise im Mittelpunct errichtete Perpendikel 
OQ heisst die Höhe des Abschnitts und der Haube. 

5. Ein Streifen von der Kugeloberfläche, welcher, wie 
LJ, von zwei Parallelkreisen, GHJK und LMNS, begrenzt 
wird, heisst eine Zone (Grürtel), und das von der Zone und 
den Ebenen der beiden Parallelkreise begrenzte körperliche 
Stück der Kugel heisst Zonenabschnitt. Der Abstand der 
beiden parallelen Kreisebenen, nämlich CV, heisst die Höhe 
der Zone und des Zonenabschnitts. 

6. Das Stück einer Kugel, welches, wie C, AQB, aus 
sfaiem Kegel, GAB, und einem daran liegenden Hanbenab- 
sehnitt, AQB, besteht, heisst ein KugelausschnitL 

Anaierknng. Man kann sich sqwohl die ganze Kugel, als 
auch ihre eben erklärten Theile auf folgende Weise entstan- 
den denken: Der Halbkreis PNBQ drehe sich um den Durch- 
messer PQ, wie um eine Achse, so beschreibt die Fläche 
des Halbkreises die Kugel, difB halbe Peripherie PNBQ die 
Kugeloberfläche, die Puncte N^ J, B Parallelkreise, deren Pole 
(Drehpuncte) P und Q sind; der Bogen PN beschreibt eine 

*) Bei kleinern Kreisen, wie hier ADBE, iit dies tod selbst der Fall. (f. 174 Zus.) 
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Haube, der Bogen NJ eine Zone, der Kreisausschnitt CQB 
einen Kugelausschnitt etc. 

Was nun die Berechnung der Oberfläche und des Inhalts 
der Kugel, so wie auch Stücke derselben betrifft, so wird! 
dies jedem sehr leicht begreiflich werden, der den folgenden 
Hulfssatz, welcher den Schlüssel dazu giebt, gut versteht. 

175b. 

Htllfssats. Wenn 9 ine 
grade Linie, ab, sich um 
eine Achse, GH,ganz her- 
umdreht, so lässt sich die 
Fläche F, welche sie be- 
schreibt,nach der Formel: 

F=2CJ.3r-mn 

berechnen, worin C J das auf der Mitte der Linie ab 
errichtete, bis an die Achse GH gehende Perpen- 
dikel, X die bekannte Zahl 3f, und mn das Stück 
der Achse ist, welches die von a und b darauf ge- 
fällten Perpendikel zwischen sich fassen. 

Beweis. Zuerst ist klar, dass die Linie ab die Seiten- 
fläche eines abgekürzten Kegels beschreibt, dessen parallele 
Radien am und bn sind und dessen Seitenlinie ab ist. Nach 
§. 172 ist also die Fläche, welche die Linie ab nach ihrer 
ganzen Umdrehung beschrieben hat: 

F= (An + am)n'ab (1) 

Dieser Ausdruck muss nun aber, um ihn auf die Kugel 
anwenden zu können, zweimal umgeformt werden. Denkt 
man mck von der Mitte J der Linie ab das Perpendikel JK 
auf die Achse gefällt, so ist leicht einzusehen, dass 2JK= 
bn + am ist. (Man denke sich nur durch J eine Parallele 
mitmn gezogen, die dann zu am dasselbe Stück hinzusetzt, 
welches sie von bn abschneidet.) Man darf also in der For- 
mel (1) 2JK statt bn -{- am setzen, und es ist daher auch: 

F=2JKar.a6 (t) 
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(jedet bui ein^i reckten, Winkel, daim «-f^=:j/ 4-^^90^^ 
woraus «=4/) mithin od: CJ=aA:JK, oder, weil mn = aA, 
auch ab: CJ = mn: JK, hieraus: CJ*mn=JK-a^. Man kann 
also in die zweite Formel CJ-mn statt JK*a& setzen, und 
man hat dann für die von ab beschriebene Fläche folgende im 
Lehrsatz behauptete Formel : F= 2C Ja • mn. Diese Formel gut 
auch, wenn der eine Fndpunct a der Linie aA in der Achse 
li^^ alsdann beschreibt ai die Seitenfläche eines ganzen 
Kegels, und es ist dani^ (§.170) 
F=6m-3r«aÄ, oder auch,. weil 2JK=Jm 
ist: F = 2JKÄ.a*. Femer: 
da £^abm 00 /y^CJK ist, aJ: CJ=am: JK, 
hieraus : C J • am = JK • ai. Daher auch : 
F=2CJä. am. 

176. 

Lehrsatz. Die Oberfläche 
einer Kugel ist viermal so 
gross, als die Fläche einet 
grössten Kreises, und der In- 
halt der Kugel so gross, als 
der eines Kegels, dessen 
Grundfläche gleich der Ober- 
fläche, und dessen Hohe gleich 
dem Radius der Kugel ist. 
Bedeutet r den Radius, d den Durchmesser, F die Ober- 
flache und y den Cubicinhalt der Kugel, so ist: 
F = 4r«Ä = d««.....(i) 

3 "e"*^ — ^^ 

Beweis. In dem die Kugel beschreibenden Halbkreis denke 
man sich ein regelmässiges Vieleck beschrieben und suche 
zuerst eine Formel für die Fläche, welche dieses regelmässige 
Vieleck beschreibt, indem es sich um den Durchmesser AB 
ganz herum dreht. Weil alle Vielecksseiten gleich, folglich 
aacb alle auf ihren Mitten errichteten und durch den Mittel- 
pmofc O gehenden Perpendikel gleich sind (§• 71 , Zusatz), so 
ii^ jftach §. 175 b, die Fläche, welche die Seite AD beschr€ä>t, 
ss2C J« • Am, die Fläche, welche die folgende Sdte DE be« 
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senreibt, » 2CJn*mn, die VUcho^ iv«ldw ET beicImiK 
skSCJs-hC q. 8. w., tnitlim dieFiiolM, wdöhe da« gaiose 
Vieleck beeobreibt: 

«20 Jsr • Am + 2C Jjrfi»n + + iCJnqB 

oder, indem man den, allen Gliedern gemeinschaftlieben Faetor 
2C Jsr beranssetKt und ihn ao oft nimmt, als aDe TheQe des 
Durdmiessers Am, m#i, n C • • • • maammen Einheiten enthalten^ 
d. i. mh dem Dnrdmieaeer AB, mnhiplioirt, = SCJjr • AB. 

Man erhalt also die Flache, welche ein regelmasaigea 
Vieleck beschreibt, indem man die Peripherie des dem Viel- 
edc eingeschriebenen Kreises 2CJ«9r mit dem Durch- 
messer AB mnltiplicirt. Dieser Satz ist immer richtig, wie 
▼iel Seiten das regelmässige Vieleck auch haben mog^. Denkt 
man sich also die Seitenzahl des regelmassigen Vielecks 
immerfort verdoppelt, so ändert sich in dem oben gefundenen 
Ausdruck 2CJ9r-AB bloss der Factor CJ, der mit jeder 
Verdoppelung der Seitenzahl immer grosser, und zuletzt, wo 
diese Verdoppelung aufbort, und das Vieleck in ein^a Halb- 
kreis übergeht, dem Radius CA gleich wird. Es ist mithin 
die fläche, welche der Halbkreis beschreibt, d. i. die Ober^ 
fläche der Kugel, = 2C Asr* AB, oder, den Radius der Kngel 
C A=r, den Durchmesser AB = 2r, die Oberfläche as F ge- 
setzt: F = 2rÄ.2r = 4r«Ä = d«Ä. 

Durch ähnliche Schlüsse, wie in §. 137, gelangt man nun 
auch leicht zu dem im Lehrsatz angegebenen Ausdruck für den 
Inhalt der Kugel. Denkt man sich nämlich innerhalb der 
Kugel um den Mittelpunct herum an einander liegende regel- 
mässige dreiseitige Pyramiden von gleicher Grrundfläche und 
folglich auch von gleicher Hohe gelegt, so dass ihre Spitzen 
im Mittelpunct, dieEckpuncte ihrer Grundflächen in der Ober- 
fläche der Kugel, die Grrundflächen selbst also innerhalb der 
Kugel liegen, so ist die Summe aller dieser Pyramiden kleiner, 
als die Kugel. Denkt man rieh die Grundflächen dieser glichen i 
regelmässig eingeschriebenen Pyramiden immer kleiner, folglich ^ 
ihre Höhe immer grösser werdend, so kommt die Summe diesen' 
Pyramide^ dem Inhalte der Kugel immer näher. Die jedes*»,: 
malige Summe dieser eingeschriebenenPyramiden ist abergletok: 
einer einzigen Pyramide von derselbenHöhe,und deren GNn|p'- 
fliehe gleich der Stinune aller eingeschriebenen GrondfläidtfBit« 
Da nun diese Vorstellung bis an die Grenze Statt findet, #a> 
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die Höhe dar eingesdiriebenen Pyramiden gleich dem Radius 

der Kugd, und die Summe der immer kleiner werdenden 

Ghrundilachen gleich der Oberfladbe der Kugel wird, to wird 

man au dem nothwendigen Schluss getrieben, daae dfie Kagri 

nicht kleiner und nicht grosser,*) mithin gerade so gross ist, als 

eine Pyramide oder ein Kegel, dessen Hohe gleich don Badios 

(r), und dessen Gnmdfl&che gläch der Ob^ache der Kugd 

4 
(4r*3r), mithm ihr Inhalt = ^r-^r^x == "g^** *•*• 

177. 

Angaben. 1. Der Radius einer Kugel ist r s= 5 Zoll. 
Wie gross ist die Oberfläche F und der Cubicinhalt V? 

2. Wie viel Ellen f breiten Taffet sind erforderlich, um 
einen kugelförmigen Luftballon zu bekleiden, dessen Radius 
=i 10' 4"? (NB. 1 EUe = 2 Puss.) 

8. Die Oberflache einer Kugel ist = 120 D' 9D"- Wie 
gross ist der Radius? 

4. Eine Kugel, deren Radius = 0',4 ist, soll vergoldet 
werden. Wie theuer kommt dies, wenn für den Dedmal- 
QuadratzoU 4 Ggr. bezahlt wird? 

5. Die Oberfläche einer Kugel ist = 6,480'. Wie gross 
ist der Radius? 

6. Der Cubicinhalt einer Kugel ist 148 Cubiczoll. Wie 
gross ist der Radius? 

7. Man denke sich in einen Cylinder einen Kegel und 
eine Kugel gezeichnet, so dass die Radien aller drei Elorper 
gleich sind, und die Hohe des Kegels und Cylinders gleich 
dem doppelten Radius ist. Wie verhalten sich diese drei Kor- 
per: Kegel, Kugel und Cylinder hinsichtlich ihres Volumens 
zu einander? 

Antwort (1) P=2a' 26^0", V = 523üa^"; (2)268^1 
Ellen;(3)r=3',09; (4)33Thlr. 12f Ggr.; (5)r = 0',71. • • •; 
(6) r = 3'',28; (7) wie 1 : 2 : 3. *♦) 



*) Man könnte lich auch noch gleiche regelmässige dreiseitige Py- 
nuniden um die Kugel beschrieben denken. 

**) Dieses merkwürdige Verhältniss entdeckte Cicero auf einem dem 
Arehimed in Syraens gesetzten Denkmale. 
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Aufgabe. Eine Formel zu finden, nach 
welcher man die Fläche einer Kugelhaube 
berechnen kann. 

Auflösung. Es sei AP = A die Hohe der 
Haube, und r der Radius der Kugel. Denkt 
man sich nun in den, die Haube beschreiben- 
den Bogen AM Seiten eines regelmässigen 
Vielecks gezeichnet, und die Zahl derselben 
immerfort verdoppelt, bis der Radius des ein- 
geschriebenen Kreises gleich CA wird, so folgt durch gleiche 
Schlüsse, wie in §. 176, dass, wenn F die Fläche der 
Haube AMN bezeichnet: 

F = 2rnh. 
Zusatz 1. • Aus denselben Betrachtungen folgt, dass die- 
selbe Formel auch für eine Zone gilt, und dass alle Zonen von 
gleicher Hohe auf derselben Kugel auch gleiche Flächen haben 
Zusatz 2. Denkt man sich vom Scheitel A der Haub« 
nach einem Punct, M, der sie begrenzenden Peripherie di'fc 
Sehne AM=a gezogen, so ist (§. 126, Zusatz 1) A : a^='a : 2r, 
hieraus: a* = 2rÄ. Wir können also in obiger Formel ö* 
statt 2r A setzen und erhalten dann für die Fläche der Haube 
den Ausdruck: 

F = a«3r, 

welche Formel für die Praxis viel bequemer ist, indem man 
statt der Höhe und des Radius nur eine Sehne zu messen braudii 

Beispiel. Wie viel Quadratfuss Kupferblech sind zur Be- 
dachung einer Kuppel erforderlich , wenn die vom höchsten 
zum tiefsten Punct gemessene Sehne AJil « 14 Fuss ist. 

Antwort 6160'- 
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Siebzehntes BucL 

Ergänzungen. 

179. 

Erklärang. Zwei Körper heissen ähnlich, wenn die kör- 
perlichen Winkel wechselweise gleich sind, und je zwei ähn- 
lich liegende Kanten dasselbe Verhältniss zu einander haben, 
alsdann sind offenbar auch die Seitenflächen ähnlich, und 
beide Korper an Form vollkommen gleich, und nur an 
Grosse verschieden. 

180. 



Lehrsati. Die Inhalte 

ähnlicher Korper ver- 
halten sich, wie die Gu- 
ben ähnlich liegender 
Seiten. 

Beweis. Man braucht nur 
zu zeigen, dass der Satz für 
ähnliche Pyramiden gilt, weil 
ähnliche Körper in solche zerlegt werden können. 

Sei demnach Pyramide S, ABC oo Pyramide B^abe. Weil 
alle ähnlich liegende Seiten einerlei Verhältniss zii einander 
haben, und die Winkel wechselweise gleich sind, so sind erstens 
die Grundflächen ähnlich und verhalten sich, wie die Quadrate 
ähnlich liegender Seiten (§. 125); wie diese Seiten, so verhalten 
sich aber auch die Höhen der Pyramiden, nämlich sh : SH = 
ab: AB, also auch ^«A : ^SH= ah : AB. Man hat also: 
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AABO _ AB* 

jSH _ AB 

^ah ab 



Beide Oleiohungen mit einander mal» 

' • ,. .^ • . tSHAABC A13» 
üphcirt, kommt ' , . "7 , — = •:— — 



d. h. der Inhalt der kleinem Pyramide (i«A- ^abc) ist so 
oft in dem lühalt der grossem (^SH • AABC) enthalten, als 
der Cubus einer Seite der kleinem Pyramide in dem Cubus 
dar ähnlich liegenden Seite der grossem. Wäre z. B. AB 
zweimal so gross ab a&^ so wäre der Cubicinhalt der grossem 
Pyramide 2' = 8mal so gross , als der der kleinem. Denkt man 
sich nun zwei ähnliche Körper in ähnliche Pyramide» zerlegt, 
so verhalten sich je zwei ähnliche Pyramiden, also auch die 
Summe der Pyramiden in dem einen Korper zur Smnme in 
dem andern und mithin die beiden ähnlichen Körper selbst, 
wie die Guben zweier ähnlich liegenden Seiten. 

Soll ein Körper construirt werden, dessen Inhalt mmal so 
gross ist, als der eines ähnlichen Körpers, so müssen die ähnlich 
jlegenden Seiten sich wie 1 zu v^w verhalten. Für Kugeln, 
Kegel und Cyliader folgt der Lehrsatz von selbst aus den 
Formeln. 

181. 

*) Lehnati. Ein schief abge- 
schnittenes dreiseitiges Prisma 
ist so gross, alsdreiPyramiden, 
welche die Grundfläche des 
Prismas ABC zu Grundflächen 
und die drei gegenüber liegen- 
den Ecken E, D, F zu Spitzen 
haben. 

Beweis. Legt man zuerst durch 
die drei Puncte EAC eine Ebene, so schneidet diese eine 
Pyramide E, ABC ab. Es bleibt nun noch eine vierseitige 
Pyramide übrig, welche E zur Spitze und das Trapez DACF 
zur Grundfläche hat. Diese wird durch eine durch D, E, C 
gelegte Ebene in zwei dreiseitige zerlegt, E,DACundE,DFC. 
Denkt man sich nun die Spitze E der links liegenden Pyramide 
£, DAC parallel mit der Grundfläche DAC (also in gleich 
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UeibeBcler Höhe) nach B Terschoben, •<> ist dadurdi die P7- 
nunide £, DAC in die gleich grosse B, DAC verwandelt 
(§. 167). In letzterer kann man nun aber auch D ab Spitze 
und ABC alsOmndfläche betrachten. Die dritte Pyramide 
E, DFG endlich, kann man erst in die Pyramide E, AFC*) 
▼erwandelt denken, indem die Grundflachen DFC und AFC, 
als. Dreiecke, von^g^eicher (xrundlinie und Hohe, gleich gross 
sind. Denkt man sich mm bei dieser Pyramide B, AFV 
die Spitze £ in gleich bleibender Höhe nach B verlegt, so 
ist sie in die Pyramide B, AFC verwandelt, bei welcher 
man aber auch F als Spitze und ABC als Ghrundfläche 
betrachten kann. 

Bezeichnen also A, A', h" die drei von den Ecken E, D^ F 
auf die Grundfläche ABC = F, gefällten Perpendikel, und 
y den Inhalt des schief abgeschnittenen dreiseitigen Prismas, 
so ist: 

„ h'+h' + h- 

182. 

Angabe. Eine Formel. zu finden, 
nach welcher man den 'Inhalt Y eines 
abgekürzten Kegels aus den beiden pa- 
rallelen Radien R, r und der Hohe A=OC 
berechneD kann. 

Auflösung. Setzt man die unbekannte 
Hohe des Ergänzungskegels vorläufig 
= Ä, so ist:**) 

oder V = |R*»+|(R«-r«)« (i) 

Zur Bestimmung der unbekannten Höhe as hat man: 

Ar 




« : Ä + a! = r : R und hieraus x = 



R- 



*) Man denke die Linie AF gezogen. 

**) Bei diesen Anwendmgen der Algebra anf Geometrie moM die 
Kenntniss der erstem Wissenschaft roraosgesetst werden. 
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Diesen Wflrth tob • m die01eiohang(l)milwtitinrt, kommt} 
V= iAR«» + i-|^ (E«-r«), 
md hieraus nach gehöriger Bednction die verhuigte Formel : *) 
V = ^ (ß* + Rr + r») 
Beispiel Sei R=2'4", r=l'6", Ä=2'6", so iftV=29Hi«^ 



188. 

Angabe. Eine Formel zu finden, nach 
welcher man den Inhalt V einer abgekürz- 
ten Pyramide aus deren beiden parallelen 
Grundflächen, F, /, und der Hohe A be- 
rechnen kann. 

Auflösung. Die Höhe der Ergänzungs* 
Pyramide sei == j;, so ist: 



V h + a p, a^. 
^- 3 ^-3^ 

oder Y=\hF+ ^x(F—f) (1) 

Femer ist (§. 166): 

(rfV«= F^^ Ärh = yF "^^ *^^^^^^= ^=yF^ 

Diesen fiir a gefundenen Ausdruck in die Gleichung (1)^ 
substituirt^ kommt: 

oder V= iÄF + tAy/(VF + V/)**) , 
und hieraus nach gehöriger Reduction die verlangte Formel r 



•) Ea ist nämlich %—^ - B + r. (Algebra f 143) 
•"^ ^"'^ yyZy/ - ■►'^ + V/ (Algebra §. 216, 4) 

Digitized by CjOOQIC 



— 146 — 

184. 

Angabe. Eine Formel abzuleiten, 
nach welcher man den Inhalt eines 
Kugelausschnitts, C, MAN, berechnen 
kann, wenn der Radius r der Kugel 
und die Höhe der Haube, welche 
der Ausschnitt zur Grundfläche hat, 
AP = h gegeben ist. 

Auflösung. Was von der ganzen 
Kugel, als eine Summe von kleinen 
Pyramiden (Kegeln) gilt, gilt offen- 
bar auch von einem Ausschnitt. Er ist nämlich gleich einem 
Kegel, dessen Hohe gleich dem Radius, und dessen Grund- 
fläche die Haube ist. Letztere ist (§. 178) = 2r%h^ folglich 
der Inhalt des Ausschnitts: 



185. 

Angabe. Den Inhalt eines Haubenabschnitts, MAN, aus 

der Hohe AP = h und dem Radius der Kugel zu berechnen. 

Auflösung. Man muss den Kegel CMN vom Ausschnitt 

CP 
C, MAN subtrahiren. Der Inhalt des Kegels ist 93 *r^- • MF'k, 

oder weil CP=r— A und HP«=r*— (r— A)«=2rA— A« und 

der Inhalt des Ausschnitts nach (§. 184) = fr^srA, so ist der 

r— A 
Abschnitt V = |r*3rA 5— • (2rA— A*)3r, oder die Klammem 

aufgelöst und gehörig reducirt: 

V=(r-iÄ)**«.-.. (1) 

Zusatz. Ist statt des Radius r det Kugel der bequemer 
zu messende Radius des Grundkreises des Abschnitts, MP=:a 
gegeben, so folgt aus §. 126: A : a = a : 2r — A; hieraus: 

r = ^ — • Dies statt r in obige Formel (1) substituirt| 

ist auch: 

^ (3a* + A«) , .. 

' lidbMn'i Elementar -6«om«trl«. 10 
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18«. 



Aufgabe» Den Inhalt V eine« Zonen-Abschnitts, DEGF, 
eu berechnen, wenn die Höhe HK==A und die beid«i Radien 
der Ghrundflächen DH = a und FE = h gegeben sind. 

Anfl6simg. Man setze EB =» m und subtrahire den Ab- 
schnitt FBG vom Abschnitt DHE, so hat man den Zonen- 
Abschnitt (§. 186, Formel 2): 

V= 6~"^ •(* + «)«- ^ xn 

oder ^-^ = 3 a«Ä + 8a*a^ + Ä» + SA*« + 8 A«« - 8*»« 

sc 

— = 3a«Ä + Ä» + 3(Ä»« + a*« + Ä*« - *»«) 

um X zu eliminiren, hat man, den Radius der Kugel :^ r 
gesetzt (§. 126): 

^:ft=si:2r — AT, hieraus: 2r=— + * 

a* 
A 4-«: a = a: 2r — (« + *)» hieraus: 2r= r— — -^-ä+ A. 

6* a* 
Mithin ist — = r—; — + A und hieraus folgt: 

A»« + a«« + A«« - 6««=Ä«A, 
fi>lglich nach Substitution und gehöriger Reductionx 

V=^(a« + Ä« + iA*) 

187. 

um den Inhalt ganz unregelmässiger Korper zu finden, 
muss man sie in Prismen oder Pyramiden zerlegen und die 
einzelnen Stucke berechnen. Geht dies nicht an, so muss 
man sich auf folgende Weise zu helfen suchen: 

1) Hat man den Inhalt eines Hohlgef ässes zu bestimmen, 
so kann man es mit Wasser füllen, dieses dann in einen senk- 
rechten Cylinder oder ein Parallelepipedum von bekannter 
Grundfläche giessen, die Höhe, bis zu welcher das Wasser 
ihn anfüllt, messen, und hat dann diese nur mit der Grund* 
fläche zu multiplioiren. Ist der Cylinder (Parallelepiped) 
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im Voraus, zu einem cubischen Maassstab dienend, gehörig 
graduirt, so kann man das Volumen, welches das Wasser 
in ihm einnimmt, unmittelbar ablesen. 

2) Weiss man, wie viel em Cubicfiiss Wasser wiegt, so 
kann man auch aus dem Gewichte des Wassers, welches 
ein Hohlgefäss enthalt, seinen Inhalt berechnen. 

3) Ist der Inhalt eines nicht hohlen unregelmässigen Kör- 
pers zu bestimmen, so kann man ihn in einen hohleax Cylindcr 
(Prisma) von bekannter Grundfläche legen, den leer bleibenden 
Raum so weit mit Wasser (Sand) ausfüllen, bis der Körper 
ganz bedeckt ist. Man nimmt dann den Körper wieder heraus 
und misst, um wie viel das Wasser im Cylinder jetzt niedriger 
steht, und multiplicirt diese Senkung mit der Grundfläche. 

4) Man umgebe den Körper — er sei z. B. ein grosser 
auf dem Felde liegender Stein — mit einem prismatischen 
Körper (Parallelepipedum), dessen Inhalt man berechnen kann« 
Fülle den leer bleibenden Baum mit Sand (Erde) aua, be- 
rechne jetzt den ganzen prismatischen Körper und subtrahire 
den Cubidnhalt des zur Ausfüllung gebrauchten Sandes. 

188. 

*) Den cubischen Inhalt leerer 
Fässer berechnet man annäherungs- 
weise nach eine^ der beiden folgen- 
den Formeln, worin D = CD den 
grössten durch*s Spund gemessenen 
Durchmesser, d = EF s= GH den 
Durchmesser der parallelen Böden 

und h = AB die liänge des Fasses, V den Inhalt bedeutet, 

und 9rs=3| ist. 

V=*f (D + id)* (t) 

Diese beiden, du-ch höhere Mathematik abgeleiteten Nähe- 
rungsformeln, wovon die zweite dai9 Volumen etwas genauer 
giebt, gründen sich auf die, allerdings nicht immer richtige 
Voraussetzung, dass die Fassdauben nur wenig und kreistörmig 
gekrümmt sind. Wäre z. B. Dr=:4', d=3', A=6', so giebt 
die erste Fon^: V^^eS^ ®', die «weite Formel: V= 63t| «'. 

10** 
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Begelmiirige Körper. Regelmusige Vieleeke, d. h» 
solche, deren Winkel und Seiten einander gleich sind, kann 
man Ton jeder beliebigen Seitenzahl , mithin unendlich viele 
Terschiedene denken, üebertragen wir aber diesen Begriff 
Ton Regelmassigkeit anch anf Körper, und nennen nnr 
solche Efirpor regelmässige, deren Ecken (körperliche Winkel) 
einander gleich, und deren Seitenflächen gleiche und zu- 
gleich regelmäsnge Vielecke sind, so ergiebt sich, als eine 
nothwendige Folge und merkwürdiges Resultat unserer Denk- 
gesetze, dass es solcher regelmässigen Körper nicht mehr, 
als fönf verschiedene geben kann. 

Der Grand liegt nämlich darin: dass 1) zur Bildung 
eines körperlichen Winkels (Ecke) wenigstens drei Ebenen 
erforderlich sind, tmd dass, wie ebenfalls leicht einzusehen, 
S) alle Kantenwinkel (Linienwinkel), welche eine Ecke bilden 
(z. B. um die Spitze einer Pyramide herum liegen), zusammen 
allemal weniger, als Tier rechte Winkel betragen. 

Hieraus folgt nun sogleich, dass es keinen regelmässigen 
Körper geben kann, dessen Seitenflächen gleiche regelmässige 
Sechsecke und Tid weniger noch regelmassige 7, 8, 9« • • Ecke 
waren; denn schon im regelmässigen Sechseck beträgt jeder 
Winkel 120®, Drei solche Winkel können also nicht (wcU 
4 Redite betragend) zur Bildung einer Ecke zusammengestellt 
werden^ und wir haben es deshalb nur noch mit den regel- 
mässigen 8^ 4 und 5 Ecken zu Tcrsuchen. 

Im regdmäsaigen Dreieck ist jeder Winkel s= 60^. Drei, 
vier und auch f&nf solche Winkel betragen weniger, ab 
vier rechte^ und können also eine Ecke bilden. Im regel- 
mässigen Viereck ist jeder Winkel = 90% und im regel- 
mässigen Fünfeck = 108. Von jedem dieser Winkel können 
also nur drei eine Ecke bilden. Die gehörige Zusammen- 
tsellung giebt nun folgende f iinf regelmässige Körf er. 

1. Tetraeder^ dessen Seitenflächen regelmässige Dreiecke 
sind. — Man denke sich auf der Ebene eines gleichseitigen 
Dreiecks, ABC, imMittelpunctO ein Perpendikel errichtet und 
schneide dieses mit einer Seite, AB, aus einem Punct^A, in einem 
Pimct, P, so giebt dieser Punct P mit A, B, C Terbunden noch 
drei regelmässige, dem ABC gleiche Dreiecke, und es ist 
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«eicht einzusehen, dass in der entstan- 
denen Pyramide P, ABC auch die vier 
körperlichen Winkel (Ecken) einander 
gleich sind, weil jeder durch drei Kan- 
tenwinkel von je 60® gebildet. Zeich- 
net man, um das Netz des Tetraeders 
zu erhalten, über jede Seite des regel- 
mässigen Drdecks ABC wieder regel- 
massige Dreiecke, ABS etc., so kann man die ganze Figur 
aus dem Papier schneiden, und die äussern Dreiecke dach- 
förmig gegen das innere aufschlagen^ 

2. Hexaeder^ dessen sechs gleiche Seitenflächen Quadrate 
sind, wovon je drei eine Ecke bilden. Dieser Korper ist der ' 
schon bekannte Cubus, und dessen Netz leicht zu construiren. 

3. Octaeder^ dessen acht gleiche Seitenflächen regel- 
mässige Dreiecke sind, wovon je vier eine Ecke bildaot. Man 
denke sich auf der Ebene eines Quadrats, ABCD, im Mittel- 
punct O ein Perpendikel errichtet, und dieses durch die Ebene 
hindurch verlängert Schneidet man dieses Perpendikel mit 
einer Seite, AB, aus A auf beiden Seiten des Quadrats in den 
Puijcten P und P', und verbindet diese mit A, B, G, D, io 
hat man über der Grundfläche ABCD zwei gleidhe entgegen- 
gesetzte Pyramiden gezeichnet, welche das Oetaeder bilden« 

4. Dodecaeder, dessen zwölf gleiche Seitenflächen regel- 
mässige Fünfecke sind, und wovon jede der zwanzig Ecken 
aus drei Kantenwinkeln von je 108^ gebildet ist. 

5. Icosaeder^ dessen zwanzig gleiche Seitenflächen wieder- 
um regelmässige Dreiecke sind, und wovon jede seiner 
12 Ecken durch 5 Kantenwinkel von je 60*^ gebildet wird. 

Die genauere Beschreibung und Netzzeichnung der drei 
letzten regelmässigen Körper, so wie die Berechnung der- 
selben würde zu viel Raum einnehmen, und da die vollstän- 
dige Theorie dieser Korper doch nur rein wissenschafUiches 
Interesse hat, so müssen wir uns darauf beschränken, den 
merkwürdigen Umstand, dass es nur fünf verschiedene Arten 
regelmässige Körper geben kann, kurz angedeutet zu haben« 
Hat man jedoch diese Korper zur Hand, so ist aue)i die 
Mofirlichkeit ihrer Construction leicht einzusehen. 
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Achtzehntes Buch. 
Anwendimg dei Algebra auf Geometrie. 



190- 

Unter Anwendung der Algebra anf Geometrie versteht 
man die Yarbindong beider Wissenschaften mit einander, 
wodurch sie befähigt werden, Probleme zu lösen, welche 
die Kräfte jeder einzelnen übersteigen. Einige solcher Yer« 
bindungen sind im Vorhergehenden bereits schon vorgekom- 
men; wir erinnern nur an die Aufgabe: die Inhalte räum- 
licher Grrossen, z. B. des Ej-eises, Kegel, Kugel etc. zu be- 
stimmen, welches offenbar der Geometrie allein nicht möglich 
ist, aber auch der Arithmetik allein nicht, weil diese die 
Kenntniss geometrischer Gesetze voraussetzt, worauf sie 
ihre Rechnungen gründet. Kurz, beide mussten mit ein- 
ander verbunden werden, wie denn überhaupt fast die ganze 
practische Geometrie nur aus einer solchen Verbindung hervor- 
geht. Deshalb ist auch die Arithmetik für die Praxis so 
wichtig und der eigentliche Lebensnerv der practischen Geo- 
metrie, wie dies besonders ein eigener und wichtiger Theil 
der Mathematik, die Trigonometrie, zeigt. 

Durch Hülfe der Arithmetik können femer manche Beweise 
ungMiiein vereinfacht und abg^ürzt werden. Manche geome- 
trische Satze lassen sich nur auf arithmetisdiem Wege finden 
und beweisen. Man merke sich hier Folgendes; Sind von 
eilier räumlichen Grosse solche Stücke in Zahlen gegeben, 
wodurch andere damit in Verbindung stehende Stücke der 
Grosse nach vollkommen bestimmt sind und durch Zeichnung 
gefimden werden könnten, wie z. B. durch die drei Seiten 
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Dr«ieok0 cfer Badii» des um- oder dogesehxicitaeii 
Krebes eto«, so nnu» et auch aUemal zwischen solchen toh 
einander abhangigen rimnUchen Grossen eine arithmetische 
Besiehung geben, und somit eine allgemeine Gleichung exi- 
stiren, welche den Zusammenhang dieser Grrossen enthalt. 
Und diese Gleichung auüsufinden, d. i. die geometrische Be- 
ziehung unter den fraglichen Grössen in die arithmetische 
Sprache zu übersetzen, ist eine der Hauptanwendungen der 
Arithmetik auf Geometrie. Hat man solche Gleichungen 
(Formeln) einmal gefunden, so zeigen sie, abgesehen von 
ihrer oft merkwürdigen Form, manchmal noch mehr, als man 
suchte, ganz ungeahnte merkwürdige Verhältnisse^ so dass 
in diesem Sinne die Arithmetik ein wichtiges Entdeckungs- 
mittel ist. — Einige Gewandtheit in der Algebra, schnelle 
Erinnerung geometrischer Lehrsätze, sind aber hiezu er- 
forderlich, wie die folgenden Beispiele zeigen werden. 



191. 

Angabe. Es ist die Gbimdlinie eines 
gleichschenkligen Dreiecks BC s b ge- 
geben, so wie die Schenkel AB = AC = o. 
Man sucht die Hohe AD = h und den 
Inhalt F. 

Auflösung. Aus dem rechtwinkligen 
Dreieck ADC folgt sogleich: 




»-VM?)* 



F = ii . ya»-i6* 
Wäre &==a, also das Dreieck ein gleichseitiges, so wäret 

F = Ja«y8 



192. 

Auljptbei Es ist die Grundlinie und HShe emes Dreiecks 
gegeben BCasa« AD kA. Map sucht die Seite jp eines darin 
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g^eiobnelm QüAdatU, tqh wddMm 
&m Seite auf det Onmdlinie liegt 
AufUhrong. W^ aABF <xi 
AABC, und AGsA-«, eo hat 
man: 

{h ^ m); h SS wi a 
ah 



hieraus: a=z , , 



198. 



Anj^abe. Es ist der Radius eines 
Kreises CA = r gegeben. Wie findet 
man hieraus die Seite des eingeschrie- 
benen regelmässigen Vierecks AB = «, 
und des Dreiecks BE =y? 

Anflötong. Für die Seite des Vier- 
ecks ist: ^ = 2r*, also: 
a = rV2. 

Ist BD=DE= r, so ist CG= ir (§. 46), und IdgUoh 
(iy)* = r* — (ir)*, hieraus: 

y = ry3. 



194. 

Aufgabe. Aus dem 

Radius eines Kreises AC 

= r, und der Seite eines 

beliebigen eingeschriebe- 

I nen regelmässigen Viel- 

efeks AB=a, die Seite de» 

umgeschriebenen regel- 

. massigen Vielecks GH 

= Uy und die Seite des 

eingeschriebenen regelmässigen Vielecks von doppelt so vielen 

Seiten A J = « zu finden. 

Anflötong. Setzt man vorläufig das Perpendi kel CD=Zj 
•« bat man zuerst #• = r* — (^a)*, also: m = Yt^ — Ja*. 
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Dann ist CD iCJ ^ABi GH oder $ :rx»aiu^ iuer- 

aus: I* = — , oder: statt z seinen Werth gesetzt ^ 

ar . 

**^ Vr*-ta* * 

Weil nunDJ=r — 0, so ist: «•=(4a)*+(r — «)*, oder: 
ii^ = Ja* + r* — 2rjBr -f- 2r*, oder, statt 2r und z* ihre Werthe 

gesetzt: 

« = V2r(r-yr«-Ja*) ..... •(«) 

Setzt man in beiden Formeln r = 1, so hat man: 



a?=y2(l - 

Wäre a die Seite des 
Vierecks = V 2 (§. 193), so 1 
Seite X des eingeschriebenen 

diesen gefundenen Werth wieder statt a setzt, nach derselben 
Formel die Seite des eingeschriebenen 16-Ecks etc. Auf diese 
mfihsame Weise sind die Zahlen §. 139 berechnet worden. 



195. 

*) Aufgabe. Aus dem Radius 
AC = r die Seite des regelmässigen 
Zehnecks zu berechnen. 

Anflörang. Wird der Radius in O 
in stetiger Proportion getheilt, so ist 
(§. 135) OC die Seite des Zehnecks. 
Setzt man OC=a;, mithin AO=:r-^«, 
80 hat man (Algebra §. 227): 
r — «? : a? = d? : r 
afl + ra =^ r^ 






4 
4r(-l + y5). 
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ABtttfkuif . Hieraus folgt noch eine leiehtere Con« 
strnction für die Seite des Zehnedu. Man halbire nämlich 
den Radius BC in M, errichte CD senkrecht auf AB, nehme 
MO = MD, 80 ist CO die Seite des Zehnecks (und zugleich 
DO die des Fünfecks). 

Beweis. Es ist MO* = HD« = r> -(- (r* r=: ~, also 

MO=4rV5, folgKch CO = 4ry5 —4r = ir(- 1 + yS), 
wie vorhin. 

196. 

Anijpkbe. Es sind die drei 
Seiten a, ft, c eines Dreiecks ge- 
geben, auf die Seite BC = a ist 
das Perpendikel AD gefallt, man 
sucht den Abstand desselben 
von B. 

Anflösmig. Setzt man den 
firaglichen Abstand BD = a , mitbin DC = a — «, und AD = A, 
so ist: A*=c*— d?*, und auch A*=6*— (a — ä?)*, folgHch: 

J« -. (a - a?)« = c« - «« 

js -. a« + 2aa - «« = c« - ^* 

, , . g* + <?• - 6* ^ 
und hieraus: « = '-x *) 

2a ^ 



197. 

Auljptbe. Eine Formel abzuleiten, nach welcher man ans 
den drei gegebenen Seiten a, ft, e eines Dreiecks den In- 
halt F berechnen kann. 

Auflösung. Es kommt nur darauf an, die Hohe h zu finden« 
Setzen wir deshalb (s. Figur §. 196) in den Ausdruck 

*« = <>« - 0?* = (c + «) (c - «) 



*) ICbii Tergldohe, wegen des negaÜTen RemlUti, welches diese 
Formel geben kann, Algebr» §.136. 
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m d«n daffkr gefundenea Werth, ao iili 

* =1 2^;^ J l 2a j 

'^ 4a« 

4a* 
*=:ly(a+ft+0'(a+Ä-c)(a+c~i)(6 + e-a) 

Maltiplicirt man die gefundene Hohe mit q' 9 so ist: 

Fas^VCa-f ft + c)(a+ft-ü)(a + c-6)(i + c-a)*) 

Diese Formel, welche besonders für die Feldmesskunsi 
▼on grosser Wichtigkeit ist, lässt sich noch anf eine für 
die numerische Bechnnng bequemere Form bringen. Setzen 
«rir immlich die Summe der drei gegebenen Seiten: 

a-f-Ä+<?=r« = 2 «^Ä 
•eist: a+Ä-"C=2.«l-2c = 2(i#-«) 
a+c-i = 2.1«-2Ä=2(i#-ft) 
ft+(;-a = 2(4«^a). 

Dies in vorstehende Formel substituirt, kommt, nach 
|^3rig^ Beduction: 

F=vi«.a#-.a)a«~i)(4.-.o 

in Worten: man subtrahire von der halben Summe der drei 
Seiten jede derselben^ multiplicire die drei Reste und die halbe 



*) Diese Formel, legt Playfair, in EueUd*! Zeiten wahrsdieinlieh 
unbekannt, findet iieh, Jedoeh ohne Beweis, in den Sehriften Hero*t dea 
Jnngem, einet Inseoienft, weleher um doa aehte Jahrhundert gelobt an 
haben acheint. Sie war Jedoeh schon viel früher in Hindostan bekannt» 
wie ans einem Werke dea Bramegupta henrorgeht Der Italiener Tar- 
taglia aber, der im seehaiehnten Jahrhundert lebte, machte auerst darauf 
ftviftnerksam. 
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Summe mit einaiider, und «Lelie aus dem Produot di^ Quadrat» 
wurzeln, was mittelst Logarithmentafeln sich leicht thun 
lasst. Sei z. B. gegeben: 

4« = 331^... 2,5203525 
a = 256,7 4«-a=; 74,7- .. .1,8733206 
b = 198,6 i« - 6 = 132,8. • . ^2,1231981 
e = 207,5 ^ - g = 128,9 ... . 2,0930718 
$ = 662,8 8,6099425 

log, F = 4,3049712 
F = 20182,32 a'. 



198. 

Aufgabe. Aus den drei Seiten eines 
Dreiecks a, b, c den Radius r des ein- 
geschriebenen Kreises zu berechnen. 

Anflösimg. Nach dem vorhergehen- 
den § kann man den durch die Seite» 
bestimmten Inhalt F des Dreiecks als 
bekannt ansehen; da nun der Mittel- 
punct O des eingeschriebenen Ejr^es 
von allen drei Seiten gleich weit entfernt ist (§. 76), so 

hat man: "H" "^ "2 "^ "2 ~ ^' "^^ hieraus: 

2F 

r = 



a + 6 + ü 



199. 

Aufgabe. Aus den drei Seiten a, 
b, c eines Dreiecks den Radius R des 
umgeschriebenen Kreises zu finden. 

Auflösung« Setzt man den als bekannt 
anzusehenden Inhalt sss F, und das von 
C auf AB gefaUte Perpendikel CP s A 
so ist erstlich: 

«A 13^ 1 1 2F 
— =F, also: Aaa — 
2 ■ € 
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Verbindit man den Endpunct D des Durdnaessers mit C, 

•oist fiCD»P»90'' (§.81), ferner: m+u^^+u=:i90'' 

(§. 90), also «««/, mitfain ACAP oo ^BDC, daher: 

2F 
&:2Rs=A:a, oder b : 2R;s=' — :a, und hieraus: 

Eabc 
4F 

200. 

Anljptbe. Es soll ein Quadrat, dessen Seite = a, mit 
gleichen Kreisen möglichst ausgefüllt werden. Mit wie viel 
Kreisen kann dies geschehen und wie viel beträgt die 
Flächensumme der leer bleibenden Zwischenräume? 

Anflösimg. Denkt man sich die Seiten des Quadrats in 
n gleiche Theile getheilt, so zerfallt das Quadrat in n^ klei- 
nere gleiche Quadrate. In jedes kann ein Kreis beschrieben 

werden, dessen Inhalt = |r-| or. Der Inhalt aller Elreise ist 

— I « =5= -T- «; folglich ist, wie gross auch n ange- 
nommen werden möge, die Summe aller Kreisflächen doch 
jedesmal gerade so gross, als ein ein2dger eingeschriebener 
Kreis; die fragliche Summe der leeren Zwischenräume ist 

folglich = a* — X * ~ ^* (^ "" 1 ) ' ^^^ ^^ Quadrat kann 

mit 1, 4, 9, 16, 25 • • • gleichen Kreisen ausgefüllt werden. 
Eben so ist leicht einzusehen, dass ein Cubus, dessen 
Seite = a, mit 1, 8, 27, 64- ««n' gleichen Kugeln ausge- 
füllt werden kann*nnd dass die Summe der leeren Zwischen- 



räume stets 



(■-f)- 



201. 

Aufgabe. Es sind die Grossen zweier Kreise nnd ihr 
Abstand gegeben: CA = R, OB = r, CO = e. Man ziehe 
zwei parallele Radien, sowohl nach derselben, als auch nach 
entgegengesetzten Richtungen OB || CA und OB || CA', rer- 
binde ihre ändpuncte durch grade Linien und bestimme dann 
deren Durchschnittspuncte D und E in der Centrallinie 
von O, nämlich OD = a^ nnd OE = y. 
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Annösnng. Weil aBOD ~ AACD, so hat man: 
x: X + e = r iRy hieraus: 
re 

Ferner ist aOEB oo aECA', daher: 
y : e — y = r : R, hieraas: 
re 

Anmerkung. Weil die gefundenen Werihe #, y Ton der 
Lage der parallelen Radien nicht abhängen, und dieselben 
bleiben, wenn die Verbindungslinie auf dem einen Radius, 
mithin auch auf dem andern senkrecht steht, so ist es leicht, 
an zwei gegebene Kreise eine gemeinschaftliche Beruhrungs» 
linie zu ziehen, indem man erst die Puncte D und E be- 
stimmt und dann nach §. 83 verfahrt. Denkt man sich statt 
der Kreise Kugeln, und die kleinere von der grossem be- 
leuchtet, so ist die Länge des sogenannten Kemschattens 
durch den für x gefundenen Ausdruck gegeben. 

202. 

Anlji^be. Ueb'er die Seiten eines 
rechtwinkligen Dreiecks, ABC, sind 
Halbkreise beschrieben; man soll 
beweisen, dass die Flächensumme 
der beiden mondf ormigen Stucke a 
und 6, welche nach ihrem Entdecker 
die Hippokratischen Mondchen g^ 

nannt werden, so gross ist, als die Fläche des Dreiecks ABC. 
Auflösung. Die Fläche des grossem Halbkreises ist 

=tBX3*.«, die der beiden kleinem = iXB^x + iKC^u^ 

KiB*-|-SXJ«)« = i.EX3«.3r, folgUch ist 
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faieroiuit a+h^d. W&re das reohtwinkUge P«iei|»6k gkdohr 
•öhoiklig, flo w«re jede« der beiden Mäad^shen gleich der 
Hälfte des Dreiecks ABC. 

203. 

Angabe. Wie gross muss die Grundlinie 
eines gleichschenkligen Dreiecks sein, wenn 
der Inhalt desselben F = 48 Q', und die 
gleichen Schenkel AB =s: AC = a =% lO' 
sein sollen. 

Anf lösiug. Es sei die gesuchte Grund* 
linie BC=:^, also das darauf gefällte Per« 
pendikelAG=: 1/«* — (i«)*» »o hat man: 

* "^4 r 4)"" 4 16 
«* - 4a*«* = - 16F« (Algebra §. 231) 
«•-4a»«* + (2a«)« = 4a4-16F« 

«t-2a*==±y4a*-16F« 

Je nachdem man das obere oder untere Vorzeichen nimmv, 
hat man « = 16, und auch « = 12. Dass hier wirklich zwei 
verschiedene Grundlinien möglich sind, worauf die Algebra 
aufinerksam macht, ist leicht einzusehen, wenn man AB 
um sich selbst nach D verlängert, und DC zieht; dann ist 
AAiBC = AADC (§^. 97, Zusatz). Ist diso BC » 12, 
so ist DC = 16. 

204. 

*) Zum Schlüsse dieses Capitels wollen wir noch eine 
ans von Gauss mitgetheilte, für die practische Geometrie 
vdchtige Methode erläutern, nach welcher man den Flächen- 
inhalt einer aufii Papier getragenen Figur (z. B. einer Charte) 
leichter, als nach der gewohnlichen Methode berechnen kann. 

Nach der gewöhnlichen Methode zerlegt man die Figur in 
lauter Dreiecke (in Rechtecke ist selten möglich), misst nach 
demselben verjüngten Maaasstab, nach welchem die Figur 
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aufgetragen wordmi, in jedem Dreieck Grundfinie und HSlie^ 
and berechnet hierans den fraglichen Inhah. Diese Methode 
ist aber nicht aOein der Charte sehr nachiheilig, sondern auch 
noch andern üebelstanden und Unbequemlichkeiten ausgesetzt^ 
denen wir auf folgende Weise ausweichen können. 

Des leichtem Verständnisses halber wollen wir als Beispiel 
zuerst eine gradlinigt begrenzte Figur von bestinuntar fititrn 
zahl annehmen. 

Wir ziehen nun neben dieser Figur in beliebter Biehtaag 
eine Linie, OX (Abscissenachse), und fällen darauf tob jedem^ 
Eckpunct ein Perpendikel (Ordinate), welches wir uns aufw& ari a^ 
durch die Figur hindurch verlängert denken, so ist dadurck 
die Abscissenlinie in n — 1 Theile getheilt,*) wenn die Figur 
n Seiten hat, und es ist klar, dass jeder dieser Theile der 
Abscissenlinie mit zwei Ordinaten und einer Seite der Figur 
oder mit einem Stück von der Seite, ein Trapez bildet, kurz^ 
die ganze Figur (bis an die Abscissenachse gerechnet) ist ix»> 
lauter Trapeze zerlegt, die theils positiv, theils negativ sind. — 



Bezeichnen wir die ganzen Seiten der Figur einfach mit A^ 
B, C«**, und Stücke davon mit denselben, jedoch nume- 
rirten Buchstaben, so können wir den Flächeninhalt der 
Figur folgendermaassen erst kurz andeuten: 

lAi-lH-2Gi + 3Bi+4Ei— 4Di-5F+7C 
2A« — 3G2 + 4B2+5Ea -öD» 
-.4G3 + 5B3 -6D3 
+6B4 -7D4 

Plach6 = (A)+(B) + (C) + eD) + (E)+(-F)+(-G)+(-H> 



^ Eins oder mehrere dieser Theile kann » sein, wenn eine oder 
mehrere Seiten der Figar mit der Ovdintttenrichtang, parallel brafen* 
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wobei alfo lAj das Trapez opmä und IH 4a» daton so 
Mbtraüirende 'Kapes olnm^ ferner 2A9 das 'Trapez^ P 1 9^ 
und (A) üs: 1A| +^A2 das Trvpez oiqm bedeutet etc. 

Man siebt also, daas die algebraische Summe der Trapeze, 
welche die Seiten mit den aus^ ihren Endpunoten gefällten 
Or dinaten und den dazwischen liegenden Stucken der Abscisaen- 
linie bilden, den Flächeninhalt der Figur auf sehr einfache 
Weise darstellt. Was die Vorzeichen betrifft, unter denen 
x>ffenbar ein enger Zusammenhang Statt findet, so lassen 
sich dieselben auf folgende Weise erklären: 

Wir können den Umfang einer Figur auf zweierlei Weiae 
umgehen; einmal, indem wir die Figur selbst immer zur 
Rechten, dann auch, indem wir sie immer zur Linken haben. 
Geht man vom Gndpunct einer der beiden äussersten Ordinaten, 
c. B. von o aus, und zwar steigend von nach 1, von 1 nach 
2 etc., so unterscheiden sich die Seiten ganz einfach durch + 
und — , je nachdem sie vorwärts oder rückwärts laufen, d. h. 
je niidhdem sie von der ersten Ordinate weiter ab zu den fol- 
genden oder wieder zurückführen. Hiemach müssen also notb* 
W6ndigA,B,C positiv, D aber negativ, E wieder positiv sein etc. 

Bezeichnet man demnach die Eckpuncte der Figur, von 
einer der äussersten Ordinaten ausgehend, mit 0, 1 , 2* • •, die 
von einem beliebig genommenen Punct, O, abgemessenen Ab- 
scissen derselben mit ^, 4^, ^'••, und die zugehörigen 
Ordinaten mit y^, yi, y« • - • (wobei also «0 = Om, «^ = 0;* • • ; 

1 yo + yi <w» + 1? X X 

yo = om, yi==lj.v.;a?i— 4?o = mj;^3^2^-^= — g-^etc), 

so kann man die vorhergehende Formel, wenn man die Tra- 
peze (A), (B)-«* durch Coordinaten ausdrückt, auch so 
schreiben: 

Wir können auf diese Weise allen Trapezen der Gleich- 
förmigkeit halber das pltia Zeichen geben, denn ist eins der- 
selben negativ, so ist die dazu gehörige Seite rückläufig, mithin 
auch die Abscisse des vorhergehenden Punctes grosser, als die 
des folgenden, und deshalb liegt das Negative schon in dem 
Factor, welcher die Hohe des Trapezes ausdrückt; so ist z. B, 

in (— D) = (ä?4— a?3) y^'^y* der Factor a^-^a^ wirklich negativ. 



"2" 

LfibMn*i Sl«m«ntar-0«ometri«. 11 
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Ans öhig&t Formel foigl: 

(«i-<b) (ih+9i) Ohne die angedeatetan Mnliipl»» 
(4^— i»i) (yi+yO eationeii wirklich aufeafahreii, aiebl 
(om^-m^) (y«+y«) maa leicht, daes je awei auf ein- 
(«4--*^) (yt+yO u^der folgcHode Producte, nämlich 
(««— i»4) (SfA+y«) d^ erste und aweite, daa zweite 
(4?0~«5) Cys+y«) vumI dritte, daa letcte und erate, 
(Of-^w^) (sff +yr) iouaer zwei gleiche und entgegen- 
[(j^— «V) (Sfr+yo) geaetate Theile enthalten, z. B. daa 

erste 4- fi yi9 cüa zwdte — «1 y^ ete., laaat nuin dieae 

aus, so iat: 

8'=4[«o(yr-yi)+«i(yo-yt)+««(yi-y^)+Vy«-y4)H — 
-f-««(y5— yr) +«r(y«-yo)3- 

Diese höchst einfache schone Formd*) (in welcher nuui 
auch die Coordinaten Xy y mit einander verwechseln könnte) 
würde in Worten lauten: Man multiplicire jede Absciaaa 
mit der Differenz der nächst vorhergehenden und 
nächstfolgenden Ordinate und nehme von der aig6«> 
braischen Summe dieser Producte die Hälfte. 

Es ist klar, dass diese Formel allgemein gilt, die Anzahl 
der Puncte möge noch so gross sein. Hat die Figur auch 
krummlinigte Grenzen, so findet man das Resultat desto ge» 
nauer, je mehr Puncte man annimmt. Findet man es be^ 
quemer, die Abscissenlinie durch die Figur gehen zu lassen, 
so kann dies die Gestalt der Formel nicht ändern, weil dieae 
Verlegung der Abscissenlinie erstlich die Abscissen-Differenzen 
(a^ ~^) • • , selbst nicht ändert, und was die Ordinaten yo 9 yi • - 
betrifft, so ist, wenn auch jede um qp a geändert wird, doch 

inuner (y. qp «) — Cy» =F «) = y- — yp- 

Was das bequeme Messen der Coordinaten betrifft, ao 
braudit man dazu zwei rechtwinklig verbundene Maassstäbe, 
wovon der eine, an der Abscissenlinie fortgleitende Schenkel 
die Abscissen, und der andere zugleich die Ordinaten abliest. 



^ Nach einer briefliclien Bfittheilnng bat Gaass diese Formel sohoB 
1790 geAudeiL l%e wird seitdem oftmals wieder auf's Neue gefimden» 
i. k Ton «ersebiedenen SehriftsteUem ohne Ajigabe der Quelle mitgetheilL 
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Anhangt 



Practische Geometrie. 



205. 



Obwohl man eigentlich jede Anwendung der Geometrie 
auf wirklich Yorkommende Falle des practischen Lebens 
praotische Oeometrie nennen kann, so pfl^ doch gemmniglich 
nur dei^enige Thefl der angewandten Mathematik so genannt 
zu werdai, welcher sich hauptsächlich mit der Feldmesskunst 
beschäftigt, und da in dieser das NiTelliren eine der wichtig- 
sten Operationen ist, so müssen wir hiervon, so wie von den 
dazu erforderlichen Instrumenten, noch eine Vorstellung zu 
geben versuchen, weil die hiebei vorkommenden neuen Be- 
grifEe beim Uebergang zum Studium der Mechanik und Natur- 
wissenschaften als bekannt vorausgesetzt werden m&ssen. 

206. 

ArkUnrngen. 1. Diejenige Richtimg im Baume, welche 
ein ganz frei und ruhig hängendes Loth, VB (Senkblei, ein 
Faden, dessen unteres Ende mit einer kleinenXugel beschwert 
ist), angiebt, heisst vertical (von Vertex^ Scheitel, weil 
diese Linie, aufwärts verlängert, durch den höchsten Punct 
am Himmdsgewölbe, den Scheitelpunct, geht). 

11* 
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2. Jede längs durch eme Ver- 
ticalliiiie gelegte Ebene, wie PQ» 
heiflst eine Verticalebene. 

8. Jede Linie, die auf einer 
Verticallinie rechtwinklig steht, wie 
BH, heisst eine Horizontallinie. 
4. Jede Ebene, welche, wie QN, 
auf einer Verticallinie senkrecht 
steht, heisst Horizontalebene. 
Die Wände eines Zimmers z. B. 
sind oder sollten vertical, Fussboden und Decke horizontal sein. 
Ein sehr einfaches Instrument, mittelst dessen man unter 
suchen kann, ob eine Linie oder Ebene genau vertical ist, 
giebt uns das ob^ erwähnte Loth (Senkblei), welches man 
an der Linie oder Ebene herunter hängen lässt, und beob 
achtet, ob die Linie oder Ebene dieselbe Bichtung hat. 



207. 



Erklänmg. Ein gleichschenkliges Dreieck von Metall 
(Holz), in dessen Spitze A ein Loth frei hängt, nennt man 
eine Setz wage. Befindet sich zwischen dessen Schenkehi 
ein aus der Spitze A beschriebener, in Grade getheilter Kreis- 
bogen,*) so dient dies Instrument nicht allein, um zu unter- 
suchen, ob Linien oder Ebenen eine horizontale Lage haben^ 
oder um sie in eine solche zu bringen, sondern auch, um ihre 
Neigung gegen den Horizont zu bestimmen. 

Stellt man nun diese Setz- oder Bergwage auf eine Linie, 
BZ, und das Loth spielt gerade auf den Nullpunct ein, so ist, 



*) Oft sind die Theilungen auf der Onmdlinie BC bef«iohnet, 
dareb der Gradbogen entbebrlich wird. 



Digitized by VjOOQIC 



— 166 — 

weil ABsAC, der Winkel BAC halbirt, das Loth folglich 
senkrecht auf BC, mithin die Linie BZ horizontal. 

Wäre die Setzwage unrichtig (und nie muee man sich 
auf die Richtigkeit eines Instruments verlassen, sondern des- 
sen Fehler zu eliminiren wissen), wäre z. B. det linke 
Schenkel AB kürzer als AC, so wird, auf einer horizontalen 
Linie, das Loth Tom Nullpunct nach dem kbrzem Schenkel 
hin, um einen gewissen Winkel, y, (den Fehler des Instruments) 
abweichen. Dreht man dann aber das Instrument um, so dass 
B nach C und C nach B kommt, so muss das Loth jetzt 
wieder um denselben Winkel y nach dem kurzem (jetzt 
rechten) Schenkel hin abweichen; daher die allgemeine Regel: 
man drehe die Setzwage jedesmal um, spielt dann das Loth 
beidemal auf ein, oder weicht es Aach entgegengesetzten 
Seiten gleich viel von ab, so ist die Linie horizontal. 

Eben so untersucht man, ob eine Ebene horizontal ist« 
indem man die Setzwage nach zwei sich kreuzenden Rich- 
tungen aufstellt (§. 149). 

SteUt man die Setzwage auf eine um den Winkel a gegen 
deuHonzont geneigte Linie, DE (Figur 2)^ und das Loth weicht 
beidemal (vor und nach der Umdrehung) gleichweit, z.B. um 
assSO^ vom Nullpunct ab, so ist offenbar der fragliche Winkel 
irssa, weU das Loth von selbst vertical hängt, mithin die 
rechtwinkligen Dreiecke AMN und DVN gleichwinklig sind. 

Ist das Instrument unrichtig, so fällt das Loth beidemal, 
nämlich vor 'und nach der Umdrehung, um einen Winkel, y, 
zu weit nach dem kurzem Schenkel hin. Oiebt nun die erste 
Ablesung a% die zweite 6^; so hat man, wenn &<a, das 
erstemal offenbar s^+y* das zweitemal s^— y abgelesen, daher: 
«-f-y »a 
w^^ y SS b 

hieraus: « =s — ^ — 

d. h. man nimmt von der Summe beider Ablesungen die Hälfte. 
Die Neigung einer Ebene gegen den Horizont (die Ab- 
dachung oder Böschung emes Berges z. B.) wird eben so 
bestimmt, nur muss man in der fraglichen JSbene natOrlich 
erst eine Horizontallinie mit Hülfe der Setzwage bestimmen, 
auf dieser dann eine Senkrechte annehmen, upd auf diese 
die SetKwage stellen« 
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208. 

Hiveaii (Libelle) ist eine 
genaue cylindrische Bohre 
von Glas, die jedoch an 
einer Stelle, aob (Mitte), Ton 
innen genau ausgeschliffen 
sein muss, so dass die Bögen 
oa^ ob der Aushöhlung vollkommen gleich, auch beide Tom 
Mittelpunot o aus durch Theilstriche gleiohmässig getheilt 
sind. Diese Bohre ist bis auf den kleinen Raum der Aus- 
höhlung aob mit Weingeist gefüllt und hermetisch Ter- 
schlössen. Zum Schutz der Bohre, und damit man sie besser 
handhaben kann, ist sie mit einem Gehäuse von Messing so 
umgeben, dass etwas mehr, als die innere Aushöhlung aoi 
sichtbar bleibt. Die untere Platte des Gehäuses ist mit der 
Achse der Bohre parallel, oder doch durch eine Stellschraube 
leicht in solche Lage zu bringen. Dieses kleine Instrument 
(Niveau, sprich: Niwoh) ist weit bequemer und besser, als 
die Setzwage, wenn es bloss darauf ankommt, zu untersuchen, 
ob Linien, oder Ebenen horizontal sind. 

Es ist nämlich leicht einzusehen , dass, wenn das Niveau 
auf einer horizontalen Linie steht, der kleine leer gebUebene 
und nur mit Luft erfüllte Baum , die sogenannte Luftblase — . 
weil stets die höchste Stelle einnehmend — sich so stellen 
wird, dass sowohl vor, als nach der nöthigen Umwe&dung, 
b^aide Enden der Blase um gleich viel Striche vom Null* 
p|ixnct abstehen. 

.. Das Niveau mö^e übrigens richtig (justirt) sein oder nicht) 
es wird gerade so damit beobachtet, wie mit der Setzwage. 



Für die meisten Zwecke der praetiachen G«ometiie ist et 
erlaubt, die Erde als eine vollkommene Kugel*) annndimen, 



*) Sireng genomnea ist, telbtt naclideiii man von den ErbShangMi 
und Vertiefungen (Berg und Thal), als gegen die GrStie der Brd« var- 
■ehwindend, abatrahirt hat, die Erde dennoch keine Kugel, tondem tob 
gans onregelmäfsiger, noch wenig bekannter Fonn. 
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' tmd dMW die «n ifgend- «inlMi 
Orte, A, durch di» lioük he^ 
ethnnite VertioaHinie DA ifet* 
lisgert dureli 4eii Mittelpand 
C geht, weU di» eine HSlfte 
der Erde dniLoih eben 'vo 
«ttftrk anndit, als die aadei» 
Hälfte. Jeder andei^e Ort, B^ 
B- • , hat also eine andere Yet« 
ticaUinie. Vertioallinien siiid 
also nicht parallel. Fbr acte 
nidie gelegene Oerter jedoch kann man, wie folgende Be- 
trachtang zeigt, Stücke von ihren Vertiealliaten in vieien 
V^en der Praxis unbedenklich als parallel annehlnen, <-^ 
Sind z. B. DA, HB die Vertioallinien für zwei nur um ehie 
halbe Meile von einander entfernte Oerter, A, B, imd ABBO 
ein grdsster Kreis, dessen Umfang = 5400 Meilen, so w«re der 
Winkel ACB, welchen die, erst in der grossen BnttonuBg 
TOn 880 Meilen (859,4), znsammendtossenden VertioaleQ DIAiy 
HB mit einander machen, nnr 2 Minuten, also aia Boheitetk'O 
nicht mehr wahrnehmbar, und deshalb auch die in zwei nahen 
Puncten A, D errichteten Perpendikel (Horizontalen) AB und 
]DH für unsere Sinne gleich lanjg, also auch DA parallel mit HB. 
Aus denselben Gründen ist nun femer auch die Länge 
äes Bogens AB=3!B, mithin der Bogen selbst als grade Linie 
zu betrachten. In vielen Fallen (z. B. in der Schififahrts- 
und Feldmesskunst) kann man sogar Bogen von 3 bis S Meilen 
Länge und darüber, als grade Linien, mithin ' Weh Itadhen 
von 3 bis 5 Meilen Ausdehnung unbedenklich' als eben an- 
nehmen. 

; Was von der Oberfläche der Srde als fester Korper gilt, 
muss offenbar auch von der Oberfläche eines ruhigen flüssigen 
Korpers darauf gelten, die also in grosser Ausdehnung ge- 
nommen, wie die Erde krumm ist, in kleinei* Ausdehntmg 
aber als eben betrachtet werden kann, z. B. die Obetfl&che 
eines kleinen ruhigen Sees. 

210. 

Xivelliren* Pie Oberftäche einer ruhigen Flüssigkeit oenni 
man Niveau, und man sagt von zwei odaa aselireren Punotisp 
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$m£'det Erde, «ie teiMiiil .(Einerlei Mi^ewi, mmai me so 
fingen, daa» dia (enreitertf^edachte) Oberflache oner ruhten 
FlÖMigioeit^ welche durch dM emen Punct geht, auch durcb 
die fibrigea Puncte geht* Siauntliche Puncte sind daau^ die 
Erde ak Kugel betrachtet, gleichweit vom Mittelpunct ent- 
fernt und liegen also in ein» krummen Flache, die man aber, 
WMin die Puncte nur einige hundert Schritte oder bis za 
einer Meile Ton einander entfernt sind, als eine ebene hori- 
Bontale Flache annehmen kann, weil dann alle durch diese 
Pimcte gedachten Verticallinien als unter sich parallel be« 
trachtet werden können, 

• Das VerCEduren, Puncte auf der Oberfläche der JESrde zu 
bestimmen, welche in einerlei Niveau liegen, oder auch d«i 
Untersdiied ihres Niveauos zu finden, d. h. um wie viel der 
eine hoher oder tiefer liegt, als der andere, nennt man 
aiTclliren. Nivellements (sprich: NiwdQemangs) sind sehr 
hiufig erforderlich , z. B. bei Anlegung von Knnststrassen, 
Biaenbahnen, Deichen, Wasserbauten, Wasserleitungen, Ca- 
nUeii eto. Das hiezu nöthige Instrument, so wie das Ver* 
fiduren sdbst, werden die folgenden Paragraphen erliutem: 



211. 

jnvellir-Itiitnimente giebt es sehr verschiedene. Die bessern 
bestehtti aus einem, auf einem dreibeinigen Stativ ruhenden 
Femrohr, welches sich um eine v^rticale Achse ganz herum 
drehen und mittelst eines daran befindlichen Niveauos sich 
so stellen Uisst, dass die Achse des Femrohrs (Visirlinie, 
Collimationslinie) genau horizontal ist (»ehe folgende Fig^). 
In der Bildebene des Femrohrs, nämlich die Stelle nahe am 
Qkularglase, wo das Bild von einem gesehenen Gegenstand 
entsteht, ist ein feiner Faden (Visirfaden) horizontal und senk- 
recht gegen dip Visirlinie ausgespannt, oder statt eines Fadens 
auch wohl zwei Fäden (Fadenkreuz), von welchen der eine 
horizontal, der andere vertical ist.*) Zu einem solchen Nivellir^ 
Instrument geboren nun noch zwei Zielstangen, welche in Fuss, 



*) Die wirkliche Anisieht und HaniÜiabiuig des InUmmeiita wird dem 
MustllMr dsf TJ^Mge Mwml 
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Zoll und Linien eingetheUt sind, und an welchen sich, mittelst 
«iner Schnur, eine kleine Visirtafel mit einem scharf mar- 
Urten Zielpunct auf und nieder schieben lässt. 



212. 

ViTfUiren aus d«r Mitte. Um den Höhenunterschied zweier 
Puncte auf der Erde, und 1, zu finden, stellt der Beobachter 
sein Nivellirinstriiment zwischen den beiden Puncteii und 1 
in der Mitte A auf (siehe folgende Figur); seine beiden Ge- 
hülfen in und 1 halten jeder ihre Nivellirstange mit Hülfe 
des Senkbleis in verücaler Lage. Der Beobachter stellt nun 
mit Hülfe des (der) Niveau's die Achse des Fernrohrs hori* 
zontal, richtet es auf die in errichtete Nivellirstange, winkt 
dem Gehülfen, die Visirtafel zu heben oder zu senken, bis 
der markirte Zielpunct in der horizontalen Yisirlinie, und folg 
lieh an dem horizontalen Visirfaden erscheint, alsdann wird 
die Zielhohe OA abgelesen. Es sei z. B. Oh = 2' 8" 4'''. Hier 
auf wird nun, indem man das Femrohr um seine verticale 
Achse dreht, eben so nach der vom zweiten Gehülfen in 1 
errichteten Nivellirstange visirt. Es sei die hier abgelesene 
Zielhohe lik=s6'9"6'", alsdann ist der Höhenunterschied bei- 
der Puncte =s li— 0Ä=4'1"2'", um so viel hegt nämlich der 
Punct 1 unter dem durch gedachten Horizont, oder der 
Ort (1) hat 4'1"2'" Fall (GefaU) in Bezug auf den Ort (0), 
oder letzterer Ort(0) hat in Bezug auf erstem 4'l"2'''Steigmig. 



213. 

'. Ist das Ni^ellirinstrament in gleicher. Entfernung von den 
beiden Oertem und 1 aufgestellt, und wäre dann auch die 
Yisirlinie, wegen eines Fehlers des Instruments, nicht genau 
horizontid, und träfe sie den Zielpunct in z. B. um 5'" zu 
hodi, so würde, wegen der gleichen Entfernung beider Oerter 
vom Instrument, derselbe Fehler auch auf der andern Seite 
Statt finden, nämlich die Zielhöhe in 1 audi um b'" zu hoch 
Ikusfallen. Durch Subtraction beider Zielhöhen wird aber dieser 
Fehler deslnstmments eliminirt, also unschädlicL Dies ist d^ 
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Grund, weshalb man das Instrument in gleicher Bntfenrang 
von den beiden niveffirten Oertern aufstellt, auch werdeil 
hiedurch zugleich no6h die Fehler eliminirt, welche bei sehr 
grossen Entfernungen die Refraction und Krümmung der Erde 
yerursachen konnten. Es genügt indessen , diese gleiche Ent- 
fernung des Standpuncts nu^ näherungsweise durch blosses 
Abschreiten zu bestimmen. Eben so wenig ist es nöthig, 
dass der Standpunct des Instruments mit den beiden niTelfirten 
Oertern in einerlei Richtung liegt, verschiedene ümstänae 
können nothigen, ihn bedeutend zur Seite annehmen ztx 
müssen. Um jedoch auch noch kleine Beobachtungsfehler 
möglichst unschädlich zu machen, muss man aus demselben 
Standpuncte noch einmal nivelliren, indem man zuvor das 
Instrument, durch näheres Zusanunenrücken oder weiteres 
Ausspreizen der drei Beine, hoher oder tiefer stellt, und 
dann von beiden gefundenen Höhenunterschieden , die jedocb 
bei kurzen Distanzen nicht über |^ Zoll differiren dürfen 
das Mittel nehmen. 

214. 

liegen die beiden Oerter und 3, deren Höhenunterschied 
bestimmt werden soll, sehr weit aus einander, so werden Zwi- 
schenstationen noth wendig. Der Beoba<^ter schreitet dann eine 



pasß^nde, sonst beliebige Länge (100, 200, 300 Schritte etc.) *) 
von nach A, und eben so weit von A nach 1, dann eine pas«^ 
sende Länge von 1 nach B, und eben so weit von B nach 2 



*) Wie tfth mpn die Piftaosen nebmea boD, hingt toh der Temlll^ 

beschafenheit, yon der Länge der NlTellirstangen, dann »ach von der 
l'cagkraft des Femrohrs ab, indem, wenn möglich, der Beobachter dniraA 
fifilfe des Fernrohrs die Zielhöhen selber abliest 
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ab etc.*) und beobachtet vagleich auf idiigr^Fhin geseigtc 
Weioe vom 8tafiidpunct A Km d&A ifiobeBunteriK^ied der 
Puncte und 1 ;r(m B aus den Hobenunt^^chied der Puncto 
1 und 2 u. CK w. bis zu Ende, indem ^ die beobaobteten 
Zielhohen etwa folgendermaassen au&eichnet: 



. Stand- 
panct 
zwisehen 


Entfer- 
nfmg der- 
Zieipmncte 

in 
Sebritteo. 


Ztelhöhen 


Fall. 


Steigung: 


Bemer- 
knngen. 


rück- 
värts. 


. wirts. 


Q nndl 

1 » 3 

2 » 8 


850 
400 
300 


2' 8'U'" 
ß/ ß//g»// 

5' 10" 8'" 


8' 9" 6"' 
4/3// 7/// 

5'9"1'" 


6'1"2'" 


1'10"1'" 
0.1.7 






1050 


15' 1" 8"' 


19'3"2*' 


6I1//2»/ 


1.11.8 





Aus dieser Tabelle folgt , dass in Bezug auf den Ort 0^ 
der Ort 1 um e'l"2'" tiefer liegt; der Ort 2 aber, weil er 
wieder riO"l'" hoher als der Ort 1 liegt, nur um 4'8"1^ 
tiefer als 0, und weil3 -wieder (y VT" höher als 2 liegt, dieser 
Ort 3 in Berag aof ein Gefäll von 4'!'' 6'" hat. Hieraas er- 
giebt sidb nun leicht die allgemeine Regel, dass, um den Hohen» 
unterschied des Anfangs* und Endpuncts (oder auch irgend 
zweier Puncte des ganzen Zuges zu finden, man nur die Summe 
aller Gefälle bis zum Endpunct, so wie auch die Summe aller 
Steigungen zu suchen braucht, dann die kleinere Summe von 
der grossem abzieht, und dem Best die Benennung der gros- 
sem Summe giebt. So ist z.B. der Höhenunterschied zwischen 
und.8;=6'T"2'"-ril"8'" = 4'r6'" Fall; der zwischen 
i und 3 = l'n"8'"-0'0"0"'=l'ir'8'" Steigung etc. Zur 
Controle der Rechnung kann man die Summe aller Zielhöhen 
vorwärts und rückwärts zwischen irgend zwei Puncten Ton 
einander subtrahiren, was dasselbe Resultat geben muss. 



*) IHe Oerter 0, 1, f . . .|»flegt man niweilen mit namerirten, in die 
Brift getrlebeden Pllhlen ni beieiohnen, beionden dana, w«nn befanil 
Anlegung eines Deiehei» eimer Biienbaha ete. die nivellirte Streeke flanirt« 
d. h. alle' Orter doreb nöthige Brhdhnng^ nod Abgrabangen in i^eiebe 
If&be (NiTeaa) kommen »ollen. 
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Zinr grossem Sicherheit moss man dieselbe Strecke noch ein« 
nul Tom Endpimct nach dem Anfangspunct wieder zurfiek 
niTelliren. Ob übrigens der ganze Zug der niYellirten Punote 
in einerlei Richtung liegt, oder sich beliebig schlängelt, das 
ist gleichgültig. 

215. 

ViTslliren ans den Bndpnnoten. Kann man wegen eines 
swischen liegenden Hindernisses (eines Flusses 2. B.) das Instru- 
ment weder in der Mitte, noch zur Seite zweier Puncte, und 
1, aufstellen, so muss man, um einen etwaigen Fehler des 
Instruments zu eliminiren, zeitraubende und dennoch missliche 
Reductionen wegen Befraction und Krümmung der Erde zu 
▼ermeiden, aus beiden Endpuncten und 1 nivelliren. Man 
stellt dann das Instrument zuerst in dem einen Punct (0) auf, 
Tiairt nach dem andern (1), liest die Zielhohe ab, z. B. 
6' 9" 4'^', misst zugleich auch die Hohe des Instruments, z. B. 
4! h" V"y so hat man das GefaU Ton (1), = 2' 4" 3'". Def 
Vorsicht halber stelle man jetzt das Instrument höher oder 
tiefer und visire noch einmal nach (1), um zu sehen, ob 
auch dasselbe Resultat 2' 4" V" kommt. Hierauf wird nun 
das Instrument nach dein andern Ort (1) gebracht, und von 
hier aus ebenso zweimal nach (0) yisirt, jetzt aber die Ziel- 
hohe von der Instrumentshohe subtrahirt, wo man dann das- 
selbe Resultat wie Yorhin erhalten, oder wenn beide nur 
wenig differiren, das Mittel nehmen muss. 

216. 

Erklärung. Unter Charte (Plan) Fon einem Lande versteht 
man eine kleinere Figur (Zeichnung), in welcher alle Puncte 
dieselbe Lage gegen einander haben, oder doch andeuten, 
wie die, wovon sie Bilder sein sollen. Solche Charten wer^ 
den nach dem Zwecke, dem sie entsprechen sollen, und wo- 
nach sich ihre technische Anfertigung richtet, verschieden 
benannt. So giebt es z. B. petrographische Charten, welche 
die Gebirgsarten eines Landes, ihre Auflagerungen etc. kennen 
lehren. Ihre Entwerfiing setzt geognostischeKenntnisse, sowie 
die übliche Zeichensprache voraus, ffierüber giebt es eigene 
Werke« so wie auch über die soKenannte Markscheidekunsti 
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welche zur Leitung des Bergbaues unter der Erde messen und 
nivelliren lehrt. Militar-Charten (Situationspläne) sollen Ton 
einer Gegend (Terrain) eine deutliche Vorstellung geben, na- 
mentlich alle Berge, deren Hohe, Abhänge, Schluchten, den 
Lauf der Flüsse, Hecken, Hindemisse (Coupirungen) und andere 
wichtige Puncte darstellen. Diese Charten sind für die Kriegs- 
führung wichtig, um darnach die günstigen Pojutionen eines 
Heeres und die zu machenden Operationen etc. im Voraus be- 
stimmen zu können. Ueber die technische Anfertigung solcher 
Charten handeln besondere Werke. Geographische Charten 
(Land- und See-Charten) stellen ganze Keiche und selbst die 
ganze Oberfläche der Erde dar, namentUch die Lage und 
Grenzen der Länder und Provinzen, der Meere, den Lauf der 
Flüsse etc. Unter diesen Charten giebt es sehr wenige, welche 
den Anforderungen der Mathematik nur einigermaassen ent- 
sprächen, indem viele Länder, z. B. Afrika, noch gar nicht 
aufgeschlossen, viel weniger vermessen sind, was erst mit der 
Zeit und nur nach und nach geschehen kann. Oekonomische 
Charten (Cameral- oder Cataster-Charten). Solche Chartea 
lässt der Staat zur Bestimmung eines Catasters (Steuerbuch^ 
Ac^erverzeichniss) anfertigen, um nach der Grösse der Län- 
dereien und ihres Ertrags die Steuern zu reguliren. 

Bevor nun aber eine geographische oder okonomisdie 
Charte von einer Gegend entworfen werden kann, muss dieselbe 
erst aufgenomimen (vermessen) werden, und dieser Au&ahme 
muss dann, wenn die Gegend von grosser Ausdehnung isfe^ 
immer erst eine sogenannte Triangulation vorausgehen, d. h. 
das ganze Land wird erst, um feste Anhaltspuncte zu erhalten, 
mit einem Netz von Dreiecken überspannt, und die Lage ihrer 
iickpuncte durch scharfe Winkelmessungen, trigonometrische 
Rechnungenund Wahrscheinlichkeitsrechnung genau bestimmt. 
Ist aber die aufzunehmende Gegend nur von geringer Ausdeh- 
nung, etwa von einem Punct aus übersehbar, und nur eine 
ökonomische Charte davon zu entwerfen, so ist eine vorherge- 
hende Triangulation nicht nothwendig. Die Au&ahme kann 
dann gleich mittelst des Messtisches und der Messkette ge- 
schehen. Ist die Gegend zugleich auch noch ziemlich eben, 
so wird eine solche sehr oft bloss mit Hülfe der Messkette 
und des Winkelkreuzes (Winkelspiegels) aufgenommen, wo- 
bei man folgendermaassen verfährt. 
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Es sei das Stück Land AB aufzumessen. Der f eldmesser 
omgeht zuerst dasselbe und entwirft davon in seinem Tagebuch 
nach dem Augenmaass ein nur halbweg ähnliches Bild. Kann 
man nun in der aufzumessenden Figur eine Linie, AB, auffinden, 
von welcher die Eckpuncte C, D, E- • • nicht zu weit entfernt 
sind, so ist es oftmals (namentlich bei langen schmalen Figuren) 
vorAeilhaft, die Lage der Eckpuncte durch Abscissen und Or- 
dmaten zu bestimmen. Während nämlich die Kettenzieher 
die Kette in der Richtung AB fortziehen , muss der sie be- 
gleitende Feldmesser die Länge der Abscissen AP, AP' • • • 
von der Kette ablesen und zugleich mit einem Zehnftissstock, 
den er rechtwinklig an die Kette anlegt, die Ordinaten PC, 
P'TD««« messen (oder durch einen dritten Gehülfen messen 
lassen) und die Längen der Abscissen und zugehörigen Or- 
dinaten in seinem Tagebuche bemerken. Sind die Perpen- 
dikel (Ordinaten) CP, DP"- • • über 50 Fuss lang, so ist es 
sicherer, sie mit Hülfe des Winkelkreuzes (oder eines Winkel- 
spiegels) zu construiren, sonst aber nimmt man den rechten 
Winkel nur nach Augenmaas. Hat die aufeumesseude Figur 
krummlinigte Grenzen, so muss man so viele Ordinaten mes- 
sen, dass man die zwischen je zwei Ordinaten liegenden 
Bogen practisch als grade Linien betrachten kann. Werden 
die Ordinaten zu lang und zu viele, so muss man mehrere 
neue Abscissenlinien, HK, KL*'- • zu Hülfe nehmen. 

Obgleich das Messen sehr vieler Coordinaten zeitrau- 
bend und höchst langweilig ist, so ist dieses doch bei Auf- 
nahme krummer Wege, Gräben, Flüsse und Grenzen durch- 
aus nothwendig. 

Lässt sich eine aufzunehmende Figur durch Diagonalen 
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ia^Iautir Dreiecke ^«igen, dpi^ luobt gar m »pitze Winkel 
haben, so ka«a mm auch dies thun, uidem man dsjui alle 
Seiten der an einander hangenden Dreiaoka misat, und ihre 
Lange in dem von der Figur nur fluchtig entwor&nen Bilde 
ttotirL 

Auch kann und muss man sehr oft eine Figur duridi eiM 
aadere Hul^Figur aufnehmen, die man in oder nm fVftere 
coDi^aruirtt und deren Seiten man dann als Abscissenliinen an?* 
nimmt Ist die.Hülfs-Figur ein Viereck, Fünfeck etc., so ist 
es ¥<or(beilhaft, wenn sie möglichst viel rechte Winkel hat, 
weil ^kih diese am leichtesten mit dem Winkelkreuz conatruiren 

lassen. Eine HOlfafigur muss 
namentlich construirt wer«" 
den, um eine andere au&u» 
nehmen, deren Inneres un- 
zugänglich ist, z. B. ein Mo- 
rast, Tdch, Wald etc. Es ist 
wohl einleuchtend, dass man 
unter Umstanden auch alle 
drei Methoden mit einander 
verbinden kann. 
Nadidem nun die Aufiiahme auf die eine oder andere 
W^äse geschehen, ist es sehr leicht, ein genauwes Bild 
oder Charte davon zu entwerfen. Man braucht nämlich nur 
•die Langen sämmtlicher gemessenen und noürten Coordina4eA 
und Dreiecksseiten nach einem veijiingten Maassstabe auf^ 
«utragen, und die Endpuncte der Ordinaten durch ^nen 
freien Handzug zu y^binden. 

Bei der Entwerf ung der im letzten Beispiele angenommenen 
funfseitigen Hülfsfigur wird man bemerken, dass, nachdem die 
•drei rechtwinklig an einander stossenden Seiten, AB, AE, ED, 
nach dem Teijfingten Maassstab genau aufgetragen worden, und 
man nun mit den, rem verjüngten Maassstab abgemessenen 
ÜMigen der beiden andern Seiten, BC, DC, zwei Bbgetk be^ 
sdlireibt, der Durchschnittspunct derselben vollkommen be- 
stinnnt ist, und in der Charte die Lage des Punctes C dar- 
st^, es mithin nicht nothig ist, die beiden Winkel B und D 
auf dem Felde noch zu messen, was sonst durch die Au&ies- 
«nng der beiden Dreiecke GBH und JDK geschehen könnte« 
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Nach demadben Maamstab, naoh wdohem eme Charte- 
gezeidmet worden, kann man nun anch den Abstand je 
zweier Pnncte, welcher anf dem Felde gar nicht gemessen 
worden, unmittelbar auf der Charte messen; und die wirk-^ 
liehe Nachmessung auf dem Felde konnte entscheiden, ob- 
die Charte richtig ist 

Was die Bestimmung des Flächeninhalts einer aufgemes- 
senen Figur betrifft, zu welchem Zweck eine ökonomische* 
Aufiiahme hauptsächlich gemacht wird, so ist es am besten^ 
diesen aus den Zahlen der unmittelbar gemessenen Coordinaten 
und Dreiecksseiten zu berechnen, und die Trapeze, welche je 
zwei Ordinaten mit dem zwischen ihnen liegenden Stuck der 
Abscissenlinie bilden, nach §• 108, die Dreiecke aber nach^ 
§. 197 zu berechnen, und alles zusammen zu addiren. Sind 
aber die Zahlen der unmittelbar gemessenen Linien mcht 
vorhanden, so muss man freilich den Inhalt nach der Charte 
bestimmen, indem man diese in schickliche Dreiecke und 
Trapeze etc. zerlegt, Grundlinien und Höhen nach dem der 
Charte zu Grunde liegenden verjüngten Maassstab misst, und 
die Dreiecke und Trapeze berechnet. Genauere Resultate 
giebt in diesem Falle aber die §. 204 erklärte Methode. 

unter den verschiedenen künstlichen, für Catasterbureaux 
wichtigen Instrumenten, mittelst deren man den Inhalt einer 
Charte näherungsweise, aber sehr schnell, ohne alle Rechnung* 
und Messung bestimmen kann, verdient erwähnt zu werden: 
der von Emtt in Paris nach den Ideen des fiemer Ingenieurs^ 
Oppikofer construirte Flächenmesser. Dieses äusserst sinn-^ 
reiche, etwa 70^ kostende Instrument, braucht nur längs dea 
Umfatigs um die Figur herumgeführt zu werden, und kann man 
dann aus der Stellung der Zeiger den Inhalt unmittelbar ab- 
lesen. Es findet sich beschrieben und abgebildet in dem BMetim 
de la aoeiiti cPmeourcigement 1841, p. 402. In demselbenr 
BuUetin 1850, p. 100 befindet sich noch ein neuerer von; 
J3am^tferfimdener Flächenmesser beschrieben und abgebildet 
Ein noch neuerer von WetU erfundener und von Stampfer in- 
Dingler^s polyt. Journal 1850, Heft 6, beschriebener Flächen- 
messer soll nach Stamyfer^s ürtheil der beste von allen sein» 
Preis etwa 170 fi. C.-M. Wie uns scheint, gründet sich die 
Construction dieser Instrumente auf der §. 204 aufgestellten. 
Formel. In einer kleinen Brochüre von J. Ämaler 1856 wird 
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noch ein neuerer Flächenmesser beschrieben, welcher viel 
einfacher und billiger sein solL Femer sind noch die von 
Hansen und Bauemfdnd erfundenen Flächenmesser zu er- 
wähnen. 

Die Ghrosse des Teijüngten Maassstabes, nach welcher eine 
Charte aufgetragen wird, richtet sich nach der Grosse der 
aufgemessenen Figur. . Wäre z. B. die grosste Ausdehnung 
derselben 10000 Fuss (eine halbe Meile) und soll die Charte 
davon auf ein Blatt Papier kommen, dessen grosste Ausdehnung 
1 Fuss ist, so ist klar, dass auf der Charte (deren Maassstab 
Eiinz^mtausendtel des wirklichen ist) 1000 Fuss auf 1 Zoll, 
100 Fuss auf ^ Zoll kommen, kleinere Längen von 1, 2, 3 Fuss 
nicht mehr deutlich dargestellt werden können, und man den 
Inhalt darnach nur näherungsweise bestimmen kann. Charten, 
welchen noch viel kleinere Maassstäbe zu Grunde liegen, dienen 
nur dazu, eine Vorstellung von der Form des Landes, von der 
Lage derHauptorter, dem Laufe der Flüsse etc. zu geben. Dies 
gilt namentlich von den Charten, welche auf einem Bogen 
Papier ganze Welttheile darstellen. Auf solchen finden nur 
die bedeutendsten Oerter, Flüsse etc. Platz, indem hier selbst 
Meilen grosse Ausdehnungen in Puncte verschwinden. 



Pl«rar*M;b« HofbvoMradc««!. Sinpkin 0«ibel * Co. ia AttMibug. 
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